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V  VAN  T- PROPOS. 


Il  ne  faut  pas  voir  dans  ce  Traité  des  Mécanismes 
un  Traité  de  Machines.  On  distingue,  en  effet,  dans 
toute  machine  trois  parties  principales  :  le  moteur, 
l'outil  et  les  mécanismes  intermédiaires  destinés  à  les 

• 

relier  l'un  à  l'autre.  Les  moteurs  et  les  machines-ou- 
tils forment  l'objet  d'ouvrages  spéciaux.  Celui-ci  est 
exclusivement  consacré  aux  Mécanismes,  dont  j'ai 
cherché  a  présenter  une  théorie  complète. 

Cet  ordre  de  considérations  a  pris  naissance  à  une 
époque  peu  éloignée  de  nous.  L'impulsion  est  due  à 
Monge  et  à  Ampère.  Plusieurs  auteurs  ont  d'ailleurs 
écrit  sur  cette  matière,  en  l'embrassant  complètement. 
Je  dois  citer  parmi  eux  Lantz  et  Bétancourt  (*),  Ha- 
chette (2),  Willis  (3),  M.  Laboulaye  (*),  M.  le  général 
xMorin  (5),  M.  Girault  (°)  et  M.  Bélanger  (T).  Dans  ces 


(')  Essai  sur  la  compost lion  des  machines;  1808. 

(:)  Traité  des  Machines;  1811. 

(*)  P  ri  ne  i pies  of  Mechanism  ;  1841. 

{>)  Traité  de  Cinématique;  18^9. 

(*)  Leçons  de  Mécanique  pratique  ;  l85o. 

(*)  Éléments  de  Géométrie  appliquée  à  la  transformation  du  mou- 
cernent  dans  les  machines;  i858. 
Cl  T  inematique  ;  1 8P>  \ . 
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derniers  temps,  ce  sujet  a  été  introduit  dans  les  Cours 
de  Mécanique  de  l'École  Polytechnique,  de  l'École 
impériale  des  Mines,  de  l'École  centrale  des  Arts  et 
Manufactures.  Enfin,  en  1 86  r ,  j'ai  eu  l'honneur  d'être 
chargé  d'un  Cours  spécial  sur  les  Mécanismes  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Ce  volume  est  donc 
pour  moi  le  résultat  de  dix  années  d'enseignement  à 
l'École  des  Mines  ou  à  la  Sorbonne. 

Je  m'empresse  ici  de  témoigner  de  l'utile  secours 
que  j'ai  trouvé  dans  les  Ouvrages  antérieurs.  J'ai  cru 
cependant  devoir  substituer  un  plan  absolument  dif- 
férent à  celui  que  tous  ont  suivi,  d'après  Monge,  a 
peu  près  sans  modification.  J'explique  plus  loin  (•) 
les  raisons  qui  m'ont  fait  donner  la  préférence  a  un 
cadre  tout  nouveau.  Je  me  contenterai  ici  de  dire  qu'il 
se  prête  beaucoup  mieux  à  l'enseignement  oral  et 
qu'il  m'a  permis,  en  outre,  de  développer  largement 
la  plupart  des  théories,  tout  en  les  condensant  sous 
une  forme  plus  simple. 

Cet  ouvrage  comprend  deux  parties  distinctes.  Dans 
la  première,  les  organes  sont  envisagés  au  point  de 
vue  géométrique;  dans  la  seconde,  au  point  de  vue 
dynamique.  Cette  dernière  partie  est  consacrée  a  l'é- 
tude des  résistances  passives.  Je  m'y  suis  proposé  un 
double  but  :  exposer  complètement  l'état  actuel  de  la 
science  sous  ce  rapport,  et  appliquer  ces  connais- 
sances aux  éléments  de  machines.  On  arrive  par  là  à 
mieux  comprendre  tout  a  la  fois  ces  principes  eux- 
mêmes  et  les  fonctions  des  mécanismes. 


(•)  Introduction,  XXVII. 
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A  VAUT-PROPOS.  VII 

J'ai  fait  précéder  cette  exposition  d'un  précis  de 
Cinématique  en  forme  d'introduction.  Il  présente  un 
autre  caractère  que  le  corps  de  l'ouvrage.  On  n'y  trou- 
vera rien  qui  ne  soit  bien  connu  et  aujourd'hui  passé 
dans  l'enseignement,  de  sorte  que  j'ai  pu  m'y  abstenir 
de  citer  les  auteurs  et  les  sources  originales.  Il  n'en 
était  pas  moins  nécessaire  pour  permettre  d'employer 
avec  facilité  les  nouvelles  méthodes.  Ce  sont  elles, 
en  effet,  qui  m'ont  servi  de  base  pour  asseoir  tout 
l'ensemble  de  la  théorie. 
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TRAITÉ 

DES  MÉCANISMES. 


INTRODUCTION. 


CINÉMATIQUE. 


DEFINITIONS. 

I.  La  Cinématique  est  l'étude  du  mouvement  faite  au 
point  de  vue  géométrique,  c'est-à-dire  en  ne  joignant  à  la 
notion  de  l'espace  que  celle  du  temps. 

Le  mouvement  est  le  phénomène  qui  se  produit  lors- 
qu'un corps  n'occupe  pas  constamment  la  même  position 
dans  l'espace.  Le  repos  est  le  phénomène  opposé. 

Pour  constater  l'état  de  repos  ou  de  mouvement  d'un 
corps,  on  se  sert  de  points  de  comparaison  ou  de  repères  qui 
soient  eux-mêmes  au  repos  :  par  exemple,  un  système  d'axes 
coordonnés.  La  permanence  ou  la  variation  des  coordon- 
nées des  différentes  parties  du  corps  en  indiqueront  le  repos 
ou  le  mouvement. 

Concevons  qu'on  relève  ainsi  à  chaque  instant  les  coor- 
données du  mobile  par  rapport  à  des  axes  animés  eux-mêmes 
d'un  mouvement  d entraînement  ;  imaginons  en  outre  un 
corps  identique,  avec  d'autres  axes  fixes,  et  rappOrtons-le- 
leur  à  chaque  instant  d'après  les  coordonnées  observées  : 
le  mouvement  de  ce  mobile  auxiliaire  constituera  le  mouve- 
ntent  relatif  du  corps  proposé  par  rapport  aux  axes  mobiles. 
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La  notion  du  mouvement  relatif  correspond  à  la  sensa- 
tion du  mouvement  apparent  qu'éprouve  un  observateur 
lorsqu'il  participe,  à  son  insu,  à  l'entraînement  du  système 
de  repères  employé,  qu'il  considère,  par  erreur,  comme 
fixe. 

La  considération  du  mouvement  relatif  présente  en  outre 
un  grand  intérêt,  en  permettant  les  compositions  ou  dé- 
compositions de  mouvement.  Il  est  clair,  en  effet,  que,  si 
Ton  fait  connaître  à  la  fois  le  mouvement  d'entraînement 
et  le  mouvement  relatif,  il  sera  possible  d'en  déduire  le 
mouvement  absolu  du  corps;  car  la  connaissance  du  pre- 
mier permet  à  chaque  instant  d'installer  les  axes  mobiles 
dans  la  position  qu'ils  doivent  occuper,  et  celle  du  second 
nous  met  en  état  de  leur  rapporter  le  corps  mobile.  L'opé- 
ration qui  déduit  ainsi  le  mouvement  absolu  des  mouve- 
ments d'entraînement  et  relatif  est  la  composition  des 
mouvements. 

Le  problème  inverse  est  la  décomposition.  Il  consiste  à 
trouver  deux  mouvements  tels,  qu'eu  leur  faisant  subir 
l'opération  précédente  on  obtienne  un  mouvement  pro- 
posé. 

MOUVEMENT  D'UN  POINT. 

II.  Pour  simplifier  l'étude  du  mouvement,  nous  rédui- 
rons d'abord  le  mobile  à  un  point  géométrique.  La  série  de 
ses  positions  forme  une  ligne  que  l'on  appelle  sa  trajec- 
toire, et  que  nous  supposerons  quelconque. 

De  tous  les  mouvements  d'un  point,  le  plus  simple  est 
celui  dans  lequel  le  mobile  parcourt  des  espaces  égaux  dans 
des  temps  égaux,  ou  dans  lequel  l'espace  varie  proportion- 
nellement au  temps.  On  l'appelle  mouvement  uniforme.  Si 
nous  désignons  par  s  l'arc  de  la  trajectoire,  compté  à  partir 
du  point  où  se  trouve  le  mobile  lorsque  l'on  commence  à 
évaluer  le  temps*,  si  nous  représentons  de  même  ce  dernier 
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par  t  et  par  y  une  constante,  le  mouvement  uniforme  sera 
représenté  par  l'équation 

s  =  vt. 

La  constante  f,  qui  mesure  le  degré  de  rapidité  avec 
laquelle  le  mobile  passe  d'une  position  à  une  autre,  est  ap- 
pelée la  vitesse.  On  peut,  d'après  l'équation,  la  définir  :  le 
rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  employé  à  le  parcou- 
rir, ou,  plus  simplement,  l'espace  décrit  dans  l'unité  de 
temps. 

Tout  mouvement  qui  n'est  pas  uniforme  est  dit  varié. 
Pour  s'en  faire  une  idée  nette,  on  le  compare  à  chaque  in- 
stant à  un  mouvement  uniforme  qui  aurait  pour  effet  de 
déplacer  le  mobile  de  la  même  quantité'dans  un  temps  in- 
finiment petit.  Si  dt  désigne  cette  durée  et  ds  l'espace  par- 
couru, la  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme  sera,  d'après 
ce  que  nous  venons  de  dire, 

ds 

Elle  servira  de  mesure  au  degré  de  rapidité  du  mouvement 
varié  à  chaque  instant. 

On  emploie,  pour  désigner  la  vitesse,  une  droite  repré- 
sentative. On  l'estime  à  partir  du  mobile  lui-même.  On  la 
porte  dans  la  direction  du  mouvement,  c'est-à-dire  sur  la 
tangente  à  la  trajectoire  et  dans  le  sens  où  s'opère  le  dé- 
placement ;  enfin  on  lui  donne  une  longueur  égale  à  celle 
de  la  vitesse  elle-même,  ou  réduite  dans  un  rapport  con- 
venu. 

III.  Parallélogramme  des  vitesses.  —  Résolvons,  pour 
le  mouvement  d'un  point,  le  problème  de  la  composition 
des  vitesses,  en  supposant  connues  les  vitesses  relative  et 
f l'entraînement,  et  cherchant  la  vitesse  absolue. 

J'imagine,  pour  cela,  que  I  on  ait  tracé  dans  le  système 

i. 
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d'axes  mobiles  la  trajectoire  relative,  et  qu  elle  occupe  aux 
instants  initial  et  final  les  positions  MR,  M,R,  (Pl.  7, 
fig,  i).  Sur  cette  trajectoire,  le  mobile  se  trouve  aux  mêmes 
instants  en  deux  points,  que  je  représente  sur  la  première 
des  deux  courbes  par  M  et  M'.  Ces  points  sont  emportés 
par  le  mouvement  d'entraînement  suivant  deux  lignes  ME, 
M'E',  et  on  les  retrouve  à  l'instant  final  sur  la  seconde 
trajectoire  M,R,  en  M|  et  M',.  Les  deux  positions  du  mo- 
bile seront  donc  M  et  M', ,  et  la  trajectoire  absolue  une  cer- 
taine courbe  MA  qui  passe  par  ces  points. 

Dans  le  quadrilatère  MM'M,M'f,  les  deux  côtés  opposés 
MM' et  MjM',  sont  égaux,  car  ce  sont  deux  positions  d'une 
même  ligne.  Ils  sont  de  plus  parallèles  ;  car,  si  l'orientation 
de  cette  ligne  a  varié,  ce  ne  peut  être  qu'infiniment  peu  et 
d'une  quantité  négligeable  vis-à-vis  des  angles  finis  de  la 
ligure.  Ce  quadrilatère  est  donc  un  parallélogramme. 

D'ailleurs,  les  directions  des  éléments  MM',  MM,  et 
MM',  sont  celles  de  leurs  tangentes  ou  des  trois  vitesses  re- 
lative, d'entraînement  et  absolue.  Quant  aux  valeurs  de  ces 
vitesses,  ce  sont  les  quotients  des  éléments  par  le  temps.  La 
figure  MN'NN,,que  forment  les  droites  représentatives  des 
vitesses,  est  donc  semblable  à  la  précédente  et  semblable- 
ment  placée.  Elle  sera  par  suite  elle-même  un  parallélo- 
gramme. 

Tel  est  le  tbéorème  du  parallélogramme  des  vitesses.  On 
l'énonce  en  disant  que  la  vitesse  absolue  est  la  diagonale 
du  parallélogramme  construit  sur  les  vitesses  relative  et 
d'entraînement.  A  ce  titre,  la  première  est  dite  la  vitesse 
résultante,  les  deux  autres  formant  ses  composantes. 

MOUVEMENTS  SIMPLES  DES  SOLIDES. 

IV.  Lorsque  d'un  point  mobile  nous  passons  à  la  consi- 
dération d'un  système  solide  invariable,  la  question  revient 
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,1  étudier  le  mouvement  de  ses  divers  points;  mais  il  suffît, 
pour  cela,  d'eu  envisager  un  très-petit  nombre. 

Si  nous  imaginons,  en  effet,  sur  le  solide  un  premier  re- 
père À,  arbitraire  mais  déterminé,  nous  pourrons  le  placer 
à  volonté  dans  l'espace.  Un  second  repère  B  ne  pourra  plus 
alors  se  trouver  que  sur  une  sphère  décrite  autour  de  A 
avec  un  rayon  égal  à  la  distance  invariable  qui  sépare  ces 
points.  Un  troisième  repère  C  ne  pourra  également  être 
situé  que  sur  deux  pareilles  sphères  décrites  autour  de  A  et 
de  B,  c'est-à-dire  sur  un  cercle  dont  le  plan  sera  perpendi- 
culaire à  AB  et  le  centre  situé  sur  cette  droite.  Enfin,  un 
quatrième  point  quelconque  sera  complètement  déterminé 
par  l'intersection  de  trois  sphères  décrites  autour  de  A, 
B, C  ( !).  Ces  trois  repères  tiennent  donc  lieu  de  tout  le  reste 
du  systè  me,  doux  ils  déterminent  la  position,  et  nous  pou- 
vons ainsi  réduire  par  la  pensée  un  solide  quelconque  au 
triangle  des  repères  ABC. 

La  théorie  du  mouvement  des  solides  consiste  dans  l'as- 
similation que  nous  chercherons  à  établir  entre  un  mouve- 
ment quelconque  et  quelques  types  simples  et  peu  nom- 
breux avec  lesquels  il  importe  tout  d'abord  de  se  bien  fami- 
liariser. On  les  appelle  mouvements  simples,  et  ils  sont  au 
nombre  de  trois  :  la  translation,  la  rotation,  le  mouvement 
hélicoïdal. 

V.  Translation,  —  On  dit  que  le  mouvement  est  de 
translation  lorsque  les  côtés  du  triangle  des  repères  restent 
toujours  parallèles  à  eux-mêmes. 

Dans  une  translation,  toute  droite  reste  parallèle  à 
elle-même.  Car  elle  se  détermine  d'après  le  triangle  des 


(*)  Il  y  a  h  la  vérité  deux  points  déterminés  par  celte  intersection,  mais 
les  tétraèdres  qui  les  relient  à  AKC  ne  sont  pas  superposables,  ils  sont  seu- 
lement symétriques.  Comme  d'ailleurs  la  forme  de  ce  tétraèdre  est  donnée 
par  la  constitution  invariable  du  système,  le^ioute  n'est  pas  possible. 


Digitized  by  Google 


6  IWTIODL'CTIOW. 

repères  par  un  système  d'angles  invariable,  et  l'orientation 
de  ce  triangle  reste  elle-même  constante. 

Dans  une  translation,  tous  les  déplacements  élémen- 
taires simultanés  sont  égaux  et  parallèles.  En  effet,  les 
deux  positions  d'une  droite  étant  égales  et  parallèles,  le 
quadrilatère  formé  par  leurs  quatre  extrémités  est  un  paral- 
lélogramme, et  ses  deux  autres  côtés,  c'est-à-dire  les  dépla- 
cements des  extrémités,  sont  égaux  et  parallèles. 

Dans  une  translation,  toutes  les  vitesses  simultanées  . 
sont  égales  et  parallèles.  Car  leurs  directions  sont  celles 
des  déplacements,  et  l'on  obtient  leurs  valeurs  en  divisant 
par  le  temps  ces  déplacements  eux-mêmes. 

Dans  une  translation,  toutes  les  trajectoires  sont  égales 
et  situées  parallèlement.  En  efïet,  deuxquel conques  d'entre 
elles  sont  formées  d'éléments  respectivement  égaux  et  pa- 
rallèles. 

On  voit,  d'après  cela,  que  le  mouvement  de  translatiou 
est  identique  pour  tous  les  points.  On  le  désigne  à  chaque 
instant  par  sa  vitesse.  C'est  sa  droite  représentative  qui  peut 
être  appliquée  à  un  point  quelconque. 

VI.  Rotation.  —  On  dit  que  le  mouvement  est  de  rota- 
tion lorsque  deux  des  repères  sont  fixes.  La  droite  qui  les 
joint  s'appelle  Vaxe  de  la  rotation.  Il  est  clair  que  tous 
ses  points  sont  également  fixes.  Le  plan  mené  par  l'axe  et 
par  un  point  quelconque  est  le  méridien  de  ce  point,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  en  est  le 
rayon. 

Dans  une  rotation,  tous  les  points  décrivent  des  cercles 
dont  les  plans  sont  perpendicidaires  à  l'axe  et  les  centres 
situes  sur  cet  axe.  En  effet,  un  point  quelconque  du  solide 
peut  être  envisagé  comme  le  troisième  repère,  et,  à  ce  titre, 
ne  peut  se  trouver  que  sur  un  pareil  cercle  (IV). 

Dans  une  rotation,  tous  les  méridiens  tournent  à  la  fois 
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dit.  même  angle.  Si,  en  effet,  deux  méridiens,  que  je  dési- 
gnerai par  OM  et  ON,  viennent  en  OM'  et  ON7,  leur  angle 
a  dû  se  conserver,  et,  par  suite, 

MON  =  M' ON'. 

Si  donc  on  ajoute  ou  Ton  retranche  de  part  et  d'autre,  sui- 
vant les  cas,  M' ON,  il  viendra 

MOM'=NON', 

c'est-à-dire  l'égalité  des  angles  décrits. 

Dans  une  rotation,  tous  les  déplacements  simultanés 
sont  proportionnels  aux  rayons.  Car  ce  sont  des  arcs  de 
cercle  qui  ont  le  même  angle  au  centre.  Si  doue  s  désigne 
l'espace,  r  le  rayon  et  0  l'angle  décrit, 

s=  Or. 

Dans  une  rotation,  toutes  les  vitesses  simultanées  sont 
perpendiculaires  à  leurs  méridiens  et  proportionnelles  à 
leurs  rayons.  En  effet,  pour  ce  qui  concerne  la  direction, 
chacune  d'elles  est  tangente  au  cercle,  c'est-à-dire  perpendi- 
culaire au  rayon  et,  par  suite,  au  méridien  qui  est  élevé 
perpendiculairement  au  plan  du  cercle  suivant  ce  rayon. 
Quant  à  la  valeur,  on  a,  en  différentiant  l'équation  précé- 
dente dans  laquelle  r  reste  constant, 

ds  r/rj 

c'est-à-dire 

v  =  »r, 

en  posant 

dB 

La  quantité  o>  s'appelle  la  intesse  angulaire  de  la  rotation. 
On  peut  la  définir  :  la  vitesse  des  points  situés  à  l'unité  de 
distance  de  l'axe. 

Pour  désigner  complètement  une  rotation  à  chaque  in- 
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stant,  on  emploie  encore  une  droite  représentative.  On  la 
compte  suivant  Taxe  à  partir  d'un  quelconque  de  ses 
points.  On  lui  donne  pour  longueur  celle  de  la  vitesse  an- 
gulaire, réduite,  si  Ton  veut,  dans  un  rapport  de  conven- 
tion. Enfin  on  la  porte  dans  un  tel  sens,  qu'en  regardant 
de  ce  côté  la  rotation  apparaisse  comme  celle  des  aiguilles 
d'une  horloge. 

VII.  Mouvement  hélicoïdal.  —  Le  mouvement  héli- 
coïdal est  le  résultat  de  la  composition  d'une  rotation  uni- 
forme autour  d'un  axe,  et  d'une  translation  rectiligne  et 
uniforme  parallèle  à  cet  axe. 

La  vitesse  de  chaque  point  s'obtiendra  par  la  construc- 
tion du  parallélogramme  (III),  qui  sera  dans  le  cas  actuel 
un  rectangle,  car  la  vitesse  de  translation  est  parallèle  à 
l'axe  et  celle  de  rotation  lui  est  perpendiculaire  (VI).  Ces 
deux  vitesses  étant  constantes,  il  en  sera  de  même  de  la 
vitesse  absolue  et  de  son  inclinaison.  Comme,  du  reste, 
aucun  des  deux  mouvements  composants  n'altère  les 
distances  d'un  point  quelconque  à  l'axe,  ce  point  restera 
sur  un  cylindre  de  révolution.  Sa  trajectoire  sera  donc  la 
ligne  qui  traverse  sous  un  angle  constant  toutes  les  généra- 
trices d'un  pareil  cylindre,  c'est-à-dire  une  hélice. 

Le  pas  de  ces  hélices  est  en  outre  constant.  C'est,  en 
effet,  la  quantité  dont  varie  pendant  un  tour  la  distance  de 
chaque  point  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  Or  la  ro- 
tation n'altère  pas  ces  distances.  Leur  modification  est 
donc  due  exclusivement  à  la  translation,  et  par  suite  elle 
est  la  même  pour  tous  les  points. 

En  résumé,  dans  le  mouvement  Jiélicoïdal,  tous  les 
points  décrivent  des  hélices  de  même  axe  et  de  même  pas. 

J'ai  supposé,  pour  plus  de  clarté,  les  deux  mouvements 
composants  uniformes.  On  peut  les  faire  varier  suivant 
une  loi  quelconque,  pourvu  que  le  rapport  de  la  vitesse 
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det  translation  et  de  la  vitesse  angulaire  reste  constant.  A 
la  vérité,  le  rectangle  des  vitesses  d'un  point  ne  sera  plus 
le  même  à  chaque  instant,  mais  il  restera  semblable  à  lui- 
même,  et,  par  suite,  l'inclinaison  de  la  vitesse  absolue 
demeurera  constante,  ce  qui  est  la  propriété  fondamentale 
dont  nous  avons  déduit  les  autres. 

MOUVEMENT  PLAN. 

VIII.  Pour  étudier  le  mouvement  quelconque  d'un  so- 
lide, commençons  par  réduire  les  difficultés  de  la  question 
à  celles  de  la  Géométrie  à  deux  dimensions,  en  envisageant 
le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  propre  plan. 
Deux  repères  suffiront  alors,  car  un  troisième  point  quel- 
conque se  trouvera  déterminé  par  ses  distances  aux  deux 
premiers.  Nous  pouvons  ainsi  réduire  à  une  simple  droite 
la  figure  mobile. 

Un  déplacement  plan  quelconque  peut  toujours  être 
effectué  par  une  rotation  autour  d'un  point  du  plan. 

Si  on  envisage,  en  effet  (  Pl.  I,  fig.  2),  la  rencontre  des 
deux  positions  xy,  x'y'  de  la  droite,  on  y  trouvera  un  point 
double,  à  savoir:  un  point  B  de  la  première  droite  xy, 
qui  se  trouvera  en  B'  après  le  déplacement,  et  un  point  A' 
de  la  seconde  x'y\  qui  était  au  commencement  en  A  ;  on  a 
d'après  cela  AB  =  AT)'.  Elevons  sur  les  milieux  de  ces 
droites  les  perpendiculaires  MO,  M'O.  Les  triangles  rec- 
tangles OMB,  OM'B  seront  égaux,  comme  ayant  même 
hypoténuse  OB,  et  les  cotés  égaux  MB  =  M'B.  On  en 
déduit  OM  =  OM'.  Si  donc  on  opère  autour  du  point  O 
une  rotation  de  l'angle  MOM',  le  point  M  décrivant  un 
cercle  viendra  en  M',  et  la  droite  qui  reste  perpendicu- 
laire à  l'extrémité  de  ce  rayon  se  trouvera  amenée  en  x'y' . 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  déplacement  infiniment  petit,  toutes 
les  manières  de  l'effectuer  peuvent  être  assimilées  Tune 
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à  l'aulre,  car  les  arcs  de  toutes  les  trajectoires  qui  peuvent 
amener  chacun  des  points  à  sa  destination  peuvent  être 
confondus  avec  leur  corde  commune,  à  savoir  :  la  droite 
qui  joint  les  positions  initiale  et  finale  du  point.  Et 
comme  nous  venons  de  découvrir  une  manière,  entre 
autres,  d'effectuer  ce  déplacement,  nous  pourrons  dire  que 
tout  mouvement  plan  élémentaire  est  une  rotation  instan- 
tanée autour  d'un  centee  instantané. 

Nous  pouvons  par  là  étendre  à  un  mouvement  plan 
quelconque  à  chaque  instant  les  propriétés  démontrées 
pour  la  rotation,  notamment  les  deux  suivantes  :  Dans  un 
mouvement  plan  quelconque  toutes  les  normales  des  tra- 
jectoires simultanées  concourent  au  centre  instantané,  et 
toutes  les  vitesses  sont  proportionnelles  à  ces  normales. 

Si  donc  on  veut  avoir  la  normale  d'un  point  quel- 
conque, il  suffit  de  le  joindre  au  centre  instantané. 

De  même,  si  on  veut  connaître  le  point  où  une  courbe 
quelconque  de  la  figure  touche  l'enveloppe  de  toutes  ses 
positions,  il  suffit  d'y  projeter  normalement  le  centre 
instantané.  En  effet,  le  point  ainsi  obtenu  sera  l'intersec- 
tion de  deux  enveloppées  consécutives.  Car  si  on  imagine 
sa  seconde  position,  elle  sera,  bien  entendu,  sur  la  seconde 
enveloppée;  et  l'on  peut  aussi  la  considérer  comme  située 
sur  la  première,  puisque  la  direction  de  son  mouvement 
est  perpendiculaire  au  rayon  instantané,  c  est-à-dire  tan- 
gente à  la  courbe. 

IX.  Le  mouvement  continu,  pouvaut  être  subdivisé  en 
mouvements  infiniment  petits,  sera  une  succession  de  rota- 
lions  élémentaires  autour  de  centres  instantanés  qui  varie- 
ront à  chaque  instant,  et  dont  la  série  formera  dans  l'espace 
absolu  une  certaine  courbe.  Je  l'envisage  comme  un  poly- 
gone  infinitésimal  OO,  O,  08...  (Pl.  l,fig.Vj.  J'en  construis 
un  autre  OCCG'".  ..  dont  les  côtés  soient  respectivement 
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égaux  à  ceux  du  précédent,  et  qui  ait  à  chacun  de  ses  sommets 
pour  angle  de  contingence  compté  à  l'extérieur  O^OO""*"1 
la  somme  de  l'angle  intérieur  0„_,OnOn+|  du  précédent 
et  de  la  rotation  élémentaire  an  qui  s'effectue  autour  du 
centre  On.  Il  est  clair  que  dans  ces  conditions  la  succession 
des  rotations  amènera  chacun  des  sommets  du  second  poly- 
gone à  coïncider  avec  ceux  du  premier,  et  que  ces  deux 
lignes  brisées  rouleront  sans  glisser  Tune  sur  l'autre  par 
application  d'arcs  égaux.  Oii  reconnaît  en  même  temps 
que  les  sommets  du  second  polygone  sont  les  points  de  la 
ligure  qui  deviennent  successivement  centres  instantanés. 
Ainsi  donc,  un  mouvement  plan  quelconque  peut  être  re- 
produit par  le  roulement  sans  glissement  de  deux  courbes 
planes  qui  sont  les  lieux  géométriques  du  centre  instan- 
tané dans  l'espace  absolu  et  dans  la  figure  mobile  ('). 

MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE. 

X.  Mouvement  sphérique.  —  La  sphère,  comme  le  plan, 
est  une  surface  identique  dans  toutes  ses  parties.  On  peut 
donc  envisager  le  déplacement  d'une  figure  sphérique  sur 
sa  propre  sphère.  En  reproduisant  des  raisonnements  iden-. 
tiques  aux  précédents,  avec  la  seule  précaution  d'y  rem- 
placer les  droites  par  des  arcs  de  grand  cercle,  on  arrivera 
aux  deux  théorèmes  suivants  : 

Tout  mouvement  sphérique  élémentaire  est  une  rotation 
instantanée  autour  d'un  pôle  instantané. 

Tout  mouvement  sphérique  continu  peut  être  reproduit 
parle  roulement  sans  glissement  de  deux  courbes  sphé- 
riques  qui  sont  les  lieux  géométriques  du  pôle  instantané 
dans  V espace  absolu  et  dans  la  figure  mobile. 


(•)  On  trouvera  plus  loin  (15â,  169,  189)  des  exemples  remarquables  de 
ce  mode  de  représentation. 
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XI.  Pivotement.  —  On  appelle  pivotement  le  mouve- 
ment d'un  solide  dont  un  repère  reste  fixe.  Ce  point  est  le 
centre  du  pivotement.  Tous  les  autres  décriront  autour  de 
lui  des  courbes  sphériques;  car  un  point  quelconque  du 
solide  peut  être  envisagé  comme  le  second  repère,  et  à  ce 
titre  ne  peut  se  trouver  que  sur  une  sphère  (IV)  décrite 
autour  du  premier.  Si  donc  on  coupe  le  solide  par  une 
sphère  concentrique,  la  figure  d'intersection  ne  sortira 
pas  de  sa  propre  sphère.  Or,  elle  commande  le  mouve- 
ment du  corps,  puisqu'on  y  peut  choisir  les  trois  repères. 
Le  pivotement  peut  donc  être  assimilé  à  un  mouvement 
sphérique,  et,  à  ce  titre,  il  jouit  des  deux  propriétés  que 
nous  venons  d'établir.  Comme  d'ailleurs  le  centre  est  sans 
vitesse,  ainsi  que  le  pôle  instantané,  on  a  dans  le  solide 
deux  points  sans  vitesse,  c'est-à-dire  un  axe  instantané. 

Donc,  tout  pivotement  élémentaire  est  une  rotation 
instantanée  autour  d'un  axe  instantané  guipasse  par  le 
centre  de  pivotement. 

En  second  lieu,  la  série  des  axes  qui  passent  tous  par 
le  centre  dessine  un  cône,  ou  mieux  deux  cônes,  l'un 
dans  l'espace  absolu  et  l'autre  formé  par  les  droites  du 
corps  qui  deviennent  successivement  axes  instantanés.  Ces 
cônes  auront  toujours  même  sommet  au  centre  de  pivote- 
ment, et  comme  il  y  a  roulement  entre  leurs  directrices 
sphériques  (X),  il  y  aura  de  môme  roulement  entre  les 
deux  surfaces.  Donc,  tout  pivotement  continu  peut  être 
reproduit  parle  roulement  sans  glissement  de  deux  cônes 
qui  sont  les  lieux  géométriques  de  Vaxe  instantané  dans 
V espace  absolu  et  dans  la  figure  mobile. 

XII.  Mouvement  général.  —  Prenons  sur  le  solide  un 
repère  A,  ct-imprimons  à  tout  le  corps  uue  translation  rec- 
tiligne  suivant  la  droite  A  A'  qui  amène  ce  point  à  sa  desti- 
nation. Pour  faire  parvenir  le  solide  à  sa  position  définitive.. 
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il  reste  à  lui  attribuer  un  dernier  mouvement  dans  lequel 
ce  repère  restera  fixe,  c'osl-à-dire  un  pivotement  ou,  d'a- 
près ce  qui  vient  d'être  démontré  (XI),  une  rotation.  L'axe 
de  cette  rotation  passe  par  le  centre  de  pivotement  ou  par  la 
seconde  position  du  repère.  Mais  lorsque  nous  nous  bor- 
nerons à  considérer  un  déplacement  élémentaire,  cette 
position  pourra  être  confondue  avec  la  première,  car  elle 
en  est  infiniment  rapprochée.  Ainsi  donc,  tout  mouvement 
élémentaire  peut  être  considéré  d'une  infinité  de  manières 
comme  composé  d'une  translation  avec  la  vitesse  d'un 
point  arbitraire  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant par  ce  point. 

XIII.  Parmi  cette  infinité  de  décompositions,  il  en  est  une 
plus  simple  que  les  autres  qui  mérite  de  fixer  l'attention. 

Décomposons,  comme  nous  venons  de  le  faire,  le  mouve- 
ment élémentaire  en  une  translation  et  une  rotation  autour 
d'un  certain  axe.  J'imagine  ensuite  un  plan  perpendiculaire 
à  cet  axe  et  la  section  qu'il  détermine  dans  le  solide.  Ce 
plan  reste  parallèle  à  lui-même,  car  aucun  des  deux|mou- 
vements  ne  change  sa  direction.  On  peut  donc  l'amener  de 
la  première  à  la  seconde  position  par  une  translation  pa- 
rallèle à  Taxe.  Mais  si  l'on  a  placé  ainsi  dans  sa  situation 
finale  le  plan  indéfini,  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  figure 
plane  qui  y  est  tracée.  Pour  amener  cette  figure  à  sa  desti- 
nation, il  reste  à  opérer  un  déplacement  qui  ne  la  fera  pas 
sortir  de  son  plan.  Or,  nous  savons  (VIII)  que  ce  genre  de 
mouvement  est  une  rotation  instantanée  autour  d'un  cer- 
tain axe  perpendiculaire  au  plan,  c'est-à-dire  parallèle  au 
premier  ou  à  la  translation  effectuée.  Ainsi  donc,  tout  mou- 
vement élémentaire  peut  être  considéré  comme  composé 
d'une  rotation  autour  d'un  certain  axe  et  d'une  transla- 
tion parallèle  à  cet  axe.  En  d'autres  termes,  tout  mouve- 
ment élémentaire  est  un  mouvement  hélicoïdal  instan- 
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tanè  (VII).  L'axe  tle  ce  mouvement  hélicoïdal  est  appelé 
axe  spontané. 

Si  nous  envisageons  maintenant  le  mouvement  continu 
comme  une  succession  de  mouvements  hélicoïdaux  dont 
l'axe  et  le  pas  varient  continuellement,  nous  reconnaîtrons, 
en  reproduisant  le  raisonnement  qui  nous  a  déjà  servi,  que 
tout  mouvement  continu  peut  être  reproduit  par  le  roule- 
ment mixte  de  deux  surfaces  réglées  Vune  sur  l'autre; 
ces  deux  surfaces  réglées  étant  les  lieux  géométriques  de 
l'axe  spontané  dans  l'espace  absolu  et  dans  la  figure 
mobile,  et  la  surface  mobile  roulant  à  chaque  instant 
autour  de  la  génératrice  commune,  en  même  temps  quelle 
glisse  latéralement  le  long  de  cette  génératrice. 

m 

COMPOSITION  DES  MOUVEMENTS. 

XIV.  Le  prohlème  de  la  composition  des  mouvements  se 
ramènera  toujours  à  la  réduction  de  deux  mouvements  en 
un  seul,  car  s'il  s'en  présente  un  plus  grand  nombre  on 
n'aura  qu'à  répéter  plusieurs  fois  de  suite  la  même  opéra- 
tion. Mais  il  sera  en  même  temps  nécessaire  de  distinguer 
tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ce  que  je  vais  faire 
au  moyen  d'un  petit  nombre  de  règles  distinctes. 

Deux  translations.  —  Si  nous  effectuons  sur  chaque 
point  la  composition  de  ses  deux  vitesses,  comme  elles  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  points  dans  une  translation,  le 
parallélogramme  des  vitesses  (III)  sera  identique  pour  tous, 
il  en  sera  de  même  de  la  vitesse  résultante,  et,  par  suite,  le 
mouvement  résultant  sera  lui-même  une  translation.  Donc 
les  translations  se  composent  par  parallélogramme. 

XV.  Deux  rotations  d'axes  concourants.  —  Lorsque 
les  axes  de  deux  rotations  se  rencontrent  en  un  point,  celui- 
ci  ne  reçoit  de  vitesse  ni  de  l'une  ni  de  l'autre.  Sa  vitesse 
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absolue  est  donc  nulle,  et  Je  mouvement  résultant  est  un 

* 

pivotement,  c'est-à-dire  (XI)  une  rotation  instantanée 
dont  l'axe  passe  par  le  point  de  concours. 

Nous  pouvons  reconnaître  en  outre  qu'il  se  trouve  dans 
le  plan  des  deux  premiers.  En  effet,  chacun  de  ses  points  a 
une  vitesse  résultante  nulle,  c'est-à-dire  deux  vitesses  com- 
posantes égales  et  directement  opposées.  Or,  les  vitesses  de 
rotation  sont  perpendiculaires  au  méridien  (VI),  donc  ce 
méridien  doit  être  le  même  pour  les  deux  axes,  c'est-à-dire 
se  confondre  avec  leur  plan. 

Si  maintenant  nous  élevons,  par  le  point  de  concours  des 
trois  axes,  une  perpendiculaire  égale  à  l'unité,  son  extré- 
mité se  trouve  à  la  fois  à  l'unité  de  distance  de  chacun  des 
trois  axes.  Ses  trois  vitesses  mesureront  donc  les  vitesses 
angulaires  des  trois  mouvements  (VI),  c'est-à-dire  les  lon- 
gueurs des  droites  représentatives  de  ces  rotations.  Elles 
sont  d'ailleurs  perpendiculaires  à  leurs  méridiens  respectifs 
qui  passent  tous  les  trois  par  la  perpendiculaire  de  construc 
tion.  Ces  vitesses  sont  par  suite  situées  dans  un  plan  paral- 
lèle à  celui  des  axes,  et  perpendiculaires  chacune  à  Taxe  ou 
à  la  droite  représentative  correspondants.  Les  deux  figures 
formées  par  ces  droites  et  par  les  trois  vitesses  sont  ainsi  les 
mêmes,  à  cela  près  qu'elles  se  trouvent  disposées  à  angle 
droit  l'une  sur  l'autre.  Mais  on  sait  que  les  vitesses  forment 
un  parallélogramme  (III),  il  en  est  par  suite  de  même  des 
droites  représentatives. 

Ainsi  donc,  les  rotations  autour  d'axes  concourants  se 
composent  par  parallélogramme. 

XVI.  Deux  rotations  d'axes  parallèles.  —  Supposons 
que  le  point  de  concours  s'éloigne  indéfiniment,  les  axes 
restant  assujettis  à  passer  par  deux  points  fixes.  L'angle 
diminue  peu  à  peu  et  le  parallélogramme  s'aplatit  de  plus 
en  plus.  Sa  diagonale  devient  donc  à  la  limite  la  somme 
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ou  la  différence  des  côtés,  suivant  que  les  rotations  sont 
alors  de  même  sens  ou  de  sens  opposes. 

La  direction  de  cette  diagonale,  étant  intermédiaire  entre 
les  deux  proposées,  se  confond  avec  la  direction  commune 
des  axes  devenus  parallèles. 

Elle  ne  cesse  pas  d'ailleurs  d'être  comprise  dans  leur 
plan,  de  sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu'à  y  déterminer  sa  dis- 
tance à  chacun  des  deux  axes. 

Or,  on  connaît  par  la  Géométrie  cette  propriété  du  pa- 
rallélogramme, que  les  distances  de  l'extrémité  de  la  diago- 
nale aux  deux  côtés  sont'en  raison  inverse  de  ces  côtés  (*). 
Ce  rapport  subsistant  encore  à  la  limite,  il  suffit  de  trouver 
sur  une  perpendiculaire  aux  deux  axes  un  point  dont  les 
distances  à  ces  derniers  soient  dans  le  rapport  inverse  des 
vitesses  angulaires.  On  sait  encore  que  ce  problème  com- 
porte deux  solutions  dont  l'une  se  trouve  comprise  entre 
les  axes  et  l'autre  en  dehors  de  leur  intervalle,  du  côté  de  la 
plus  grande  vitesse.  C'est  le  sens  respectif  des  deux  rota- 
tions qui  fixera  le  choix  de  ce  point.  Il  faut  en  effet,  pour 
qu'il  ait  une  vitesse  nulle,  que  ses  deux  vitesses  compo- 
santes soient  de  sens  opposés,  et  Ton  s'assure  facilement 
qu'il  en  est  ainsi  dans  l'intervalle  des  deux  axes  si  les  rota- 
tions sont  de  môme  sens,  et  à  l'extérieur  si  elles  sont  de 
sens  opposés. 

En  résumant  ces  différents  résultats,  nous  voyons  que 
fleux  rotations  autour  d'axes  parallèles  se  composent  en 
une  seule  dont  V axe  est  parallèle  aux  deux  premiers,  si- 
tué dans  leur  plan  et  à  des  distances  réciproquement  pro- 
portionnelles à  leurs  vitesses  angulaires.  En  outre,  sui- 
vant que  les  deux  rotations  sont  de  même  sens  ou  de  sens 
opposés,  l'axe  résultant  se  trouve  en  dedans  ou  en  dehors 


('  )  Car  leurs  produits  respectifs  mesurent  le  double  des  aires  des  deux 
triangle*  qui  forment  chacun  la  moitié  du  parallélogramme. 
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de  l'intervalle  des  premiers,  et.  sa  vitesse  angulaire  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  proposées. 

XVII.  Couples  de  rotation.  —  Attachons-nous  un 
instant  au  cas  particulier  de  deux  rotations  égales  autour 
d'axes  parallèles  et  de  sens  contraire.  C'est  ce  que  Ton 
nomme  couple  de  rotation. 

Si  on  cherche  à  le  réduire  par  la  règle  précédente,  on 
obtient  une  vitesse  angulaire  nulle  autour  d'un  axe  situé  à 
l'infini  dans  le  plan  des  deux  premiers,  c'est-à-dire  une 
translation  perpendiculaire  à  ce  plan.  On  s'assurera  facile- 
ment sur  une  figure  qu'elle  est  dirigée  du  côté  où  il  faut 
regarder  le  couple  pour  le  voir  tourner  dans  le  même  sens 
que  les  aiguilles  d'une  horloge,  en  considérant  ses  deux 
droites  représentatives  comme  des  tendances  à  la  rotation 
du  bras  de  levier  du  couple.  Quant  à  la  valeur  de  cette 
translation,  il  suffit,  puisqu'elle  est  la  même  pour  tout  l'es- 
pace, de  l'évaluer  pour  un  seul  point,  et,  par  exemple, 
pour  l'une  des  extrémités  du  bras  de  levier.  Ce  point  ne 
recevant  pas  de  mouvement  de  la  part  de  l'une  des  rotations, 
sa  vitesse  absolue  sera  celle  de  la  seconde  ou  (VI)  le  pro- 
duit de  la  vitesse  angulaire  commune  par  le  bras  de  levier. 
C'est  ce  que  Ton  nomme  le  moment  du  couple. 

Ainsi  un  couple  de  rotation  équivaut  à  une  transla- 
tion égale  à  son  moment,  perpendiculaire  à  son  plan, 
et  dirigée  dans  le  sens  oh  il  faut  regarder  le  couple 
pour  le  voir  tourner  comme  les  aiguilles  d'une  horloge. 

On  pourra,  par  suite,  faire  subir  à  un  couple  toutes  les 
modifications  qui  n'altéreront  aucun  des  trois  éléments 
dont  dépend  la  translation  équivalente.  Et,  par  suite,  on 
peut  tourner  et  transporter  à  volonté  un  couple  dans  son 
plan,  transporter  ce  plan  parallèlement  à  lui-même,  enfin 
modifier  arbitrairement,  mais  en  raison  inverse  l'un  de 
l'autre,  la  vitesse  angulaire  et  le  bras  de  levier. 
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La  considération  des  couples  permet  de  transporter  à  vo- 
lonté nu  axe  représentatif  de  rotation  d'une  position  w  dans 
une  autre  parallèle  Car,  si  nous  introduisons  deux  rota- 
tions égales  et  opposées  (a  et  w",  ce  qui  ne  change  rien  à 
l'étal  des  choses,  nous  pouvons,  ne  conservant  que  co',  con- 
sidérer &  et  <*>"  comme  formant  uu  couple,  et  les  supprimer 
en  les  remplaçant  par  la  translation  équivalente.  Cet  arti- 
fice va  nous  permettre  de  résoudre  très-simplement  les  deux 
cas  suivants. 

XVIII.  Translation  et  rotation.  —  Désignons  par  v  et  w 
les  droites  représentatives  de  la  translation  et  de  la  rotation 
qu'il  s'agit  de  réduire  ensemble.  Je  décompose  par  un  rec- 
tangle (XJV)  la  translation  v  en  deux  autres  :  t>'  parallèle  et 
v"  perpendiculaire  à  o>.  Je  remplace  ensuite  v"  par  un  couple 
de  rotations  qui  ait  pour  vitesses  angulaires  tù'  et  a>",  cette 
dernière  étan  t  égale  et  opposée  à  w.  Cela  est  possible,  puisque 
le  plan  du  couple  doit  être  perpendiculaire  à  vh \  c'est-à-dire 
parallèle  à  g>,  et  que,  du  reste,  l'une  des  deux  vitesses  an- 
gulaires égales  peut  être  prise  à  volonté  (XVII).  Dès  lors 
o>  et  a)"  se  détruisent  respectivement  et  il  reste  seulement 
a)'  et  v\  c'est-à-dire  une  rotation  autour  d'un  axe  et  une 
translation  parallèle  à  cet  axe,  ou  un  mouvement  hélicoï- 
dal (VII)  dont  les  éléments  se  trouvent  déterminés. 

Si  Ton  cherche  en  particulier  la  condition  pour  que  le 
résultat  de  la  composition  soit  une  rotation  simple,  il  sera 
pour  cela  nécessaire  et  suffisant  que  v'  soit  nulle  ou  que  la 
translation  proposée  soit  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  rota- 
tion. 

XIX.  Deux  rotations  d'axes  non  concourants.  —  Dési- 
gnons par  û)  et  o>'  les  deux  droites  représentatives  non 
situées  dans  un  même  plan.  J'applique  en  un  point  quel- 
conque de  Taxe  o>;  deux  rotations  égales  et  directement 
opposées  (0, ,  w, ,  qui  soient  en  même  temps  parallèles  et 
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égales  à  w.  Dans  ces  conditions,  o>  et  w,  forment  un  couple 
que  l'ou  peut  remplacer  par  une  translation  (XVII).  De 
plus,  w'  et  cp,  sont  deux  rotations  dont  les  axes  concourent 
au  point  qui  a  été  choisi.  Elles  se  réduisent  donc  par  paral- 
lélogramme (XV)  à  une  seule  rotation.  Dès  lors  on  rentre 
dans  l'application  de  la  règle  précédente  (XVIII). 

On  remarquera  que  le  résultat  de  la  composition  ne 
pourra  jamais  être  une  rotation  simple,  c'est-à-dire  (XVIII) 
que  la  translation  équivalente  au  couple  ne  pourra  être 
perpendiculaire  à  Taxe  de  la  rotation,  qui  résulte  par  paral- 
lélogramme de  et  w,.  En  effet,  cette  translation  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  son  couple  ;  il  faudrait  donc  que  la 
résultante  du  parallélogramme  fût  comprise  dans  ce  plan^ 
or  cela  est  impossible,  puisque  ce  parallélogramme  est  con- 
struit sur  une  droite  w,  située  dans  ce  plan  comme  opposée 
à  wt ,  et  d'une  autre  <>>'  qui  ne  saurait  s'y  trouver,  car  alors 
elle  serait  comprise  dans  un  même  plan  avec  w,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse. 

XX.  Deux  mouvements  quelconques.  —  Quels  que 
soient  les  mouvements  proposés,  chacun  d'eux  pourra  tou- 
jours (XII)  être  considéré  comme  formé  d'une  rotation  et 
d'une  translation.  On  commencera  par  ramener  les  axes 
de  rotation  à  passer  par  un  même  point,  sur  lequel  ils  se 
composeront  par  parallélogramme  (XV).  D  suffira,  pour 
cela,  d'introduire  un  couple  (XVII),  c'est-à-dire  une  trans- 
lation. Les  trois  translations  se  réduisaut  ensuite  à  une 
seule  par  des  parallélogrammes  successifs  (XIV),  on  ren- 
trera dans  l'application  de  la  règle  précédente  (XVIII). 

4 

THÉORÈME  DU  MOUVEMENT  RELATIF. 

XXI.  Proposons-nous  dans  toute  sa  généralité  la  ques- 
tion suivante  :  Quel  est  le  mouvement  relatif  d'un  corps  par 

2  . 
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rapport  à  un  au  ut  ,  lorsque  tous  les  deux  sont  animés  de 
mouvements  connus. 

Si  nous  supposons  pour  cela  qu'un  observateur  soit  en- 
traîné à  son  insu  dans  le  mouvement  M  du  système  S,  la 
question  sera  de  savoir  quelle  apparence  lui  présentera  le 
solide  S',  animé  en  réalité  d'un  mouvement  M'.  Comme  le 
mouvement  apparent  résultera  pour  l'observateur  de  me- 
sures prises  à  chaque  instant  par  rapport  au  système  S  (I), 
nous  pouvons  attribuer  aux  deux  objets  tel  mouvement  que 
nous  voudrons,  pourvu  que  ce  soit  pour  les  deux  un  même 
mouvement  de  solide,  comme  s'ils  formaient  deux  parties 
solidaires  d'un  seul  corps  invariable.  Dans  ce  cas,  en  effet, 
le  mouvement  que  nous  introduisons  ne  modifiera  nulle- 
ment par  lui-môme  la  situation  respective  des  deux  sys- 
tèmes. Cette  situation  ne  sera,  dès  lors,  altérée  à  chaque 
instant  qu'en  raison  des  mouvements  indépendants  des  deux 
corps,  de  telle  sorte  que  les  apparences  ne  seront  pas  chan- 
gées. Iljsulïh,  par  suite,  de  les  chercher  dans  ces  nouvelles 
conditions. 

Appliquons,  par  exemple,  aux  deux  corps  un  mouvement 
M,  égal  et  directement  opposé  à  M.  Nous  en  avons  le  droit, 
car  M,  est  un  mouvement  de  solide,  puisque  par  le  fait  il 
est  attribué  en  sens  contraire  au  système  S.  Par  là  ce  der- 
nier corps,  animé  à  la  fois  de  deux  mouvements  inverses 
M  et  M,,  est  réduit  au  repos,  de  sorte  que  l'observateur  se 
retrouve  dans  les  conditions  ordinaires.  Le  mouvement 
apparent  sera  donc  le  résultat  de  la  composition  par  les 
règles  précédentes  des  deux  mouvements  M' et  M, ,  qui  ani- 
ment alors  le  corps  S'.  D'où  le  théorème  suivant,  dont  nous 
ferons  un  continuel  usage  : 

Le  mouvement  relatif  d'un  solide  par  rapport  à  un 
autre  s'obtient  en  composant  son  mouvement  propre  avec 
le  mouvement  inverse  du  second. 

Si  en  particulier  on  veut  juger  du  mouvement  relatif 
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d'un  corps  fixe  par  rapport  à  un  autre  qui  est  mobile,  la 
règle  précédente  montre  que  le  corps  fixe  paraîtra  animé 
du  mouvement  inverse  de  celui  de  l'observateur.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que  nous  attribuons  à  la  voûte  céleste, 
en  la  changeant  de  sens,  la  rotation  de  la  terre  qui  nous 
entraine  sans  que  rien  en  avertisse  nos  sens. 

ROULEMENT  ET  GLISSEMENT. 

XXII.  11  est  facile  de  comprendre  par  quel  trai  t  d'union  les 
considérations  précédentes  trouveront  une  application  utile 
dans  l'étude  des  mécanismes.  En  effet,  sauf  des  exceptions 
relativement  rares,  telles  que  les  cordes  ou  les  fluides,  les 
pièces  de  machines  sont  en  général  des  corps  solides.  De 
plus,  si  l'on  écarte  le  cas  des  machines  éleclromotrices,  les 
forces  exercées  à  distance  n'y  jouent  aucun  rôle  et  on  n'em- 
ploie que  des  actions  de  contact.  Enfin,  les  elîorts  brusques, 
tels  que  les  chocs,  les  explosions,  en  sont  bannis  autant  que 
possible  comme  nuisibles  à  l'économie  du  travail  et  à  la 
solidité  des  appareils.  L'action  sera  par  suite  continue.  En 
résumé,  les  organes  de  machines  nous  présenteront  ordinai- 
rement deux  corps  solides  qui  restent  toujours  en  contact. 
Il  convient  donc  d'étudier  en  terminant  le  mouvement  re- 
latif de  l'un  de  ces  corps  par  rapport  à  l'autre.  Nous  pour- 
rons, pour  cela  (XXI),  réduire  par  la  pensée  ce  dernier  au 
repos. 

Roulement.  —  Nous  distinguerons  à  cet  égard  trois  na- 
tures de  mouvement.  Le  ras  le  plus  simple  est  celui  du  rou- 
lement. Pour  le  définir,  je  considérerai  d'abord  deux 
courbes  solides.  On  dit  alors  qu'il  y  a  roulement  lorsque  les 
arcs  qui  s'appliquent  l'un  sur  l'autre  sont  toujours  égaux. 

Si  nous  prenons  en  second  lieu  deux  surfaces  qui  se  tou- 
chent à  chaque  instant  par  un  point,  nous  imaginerons  les 
deux  courbes  que  dessine  sur  chacun  des  corps  la  série  des 
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points  de  contact;  le  roulement  de  ces  lignes  déterminera 
celui  des  surfaces. 

Si  nous  envisageons  enfin  deux  surfaces  qui  se  touchent 
à  chaque  instant  le  long  d'une  ligne,  il  faudra  s'occuper 
successivement  de  tous  les  points  de  cette  ligne.  Pour  cha- 
cun d'eux  on  imaginera  que  l'on  trace  par  ce  point  sur 
l'une  des  surfaces  une  petite  courbe  destinée  à  laisser  son 
empreinte  sur  l'autre  pendant  le  mouvement,  et  Ton  dira 
que  les  deux  surfaces  roulent  au  point  en  question,  s'il  y  a 
roulement  entre  ces  deux  lignes. 

Dans  le  roulement  simple,  le  point  de  contact  a  une 
vitesse  nulle.  Car  ses  deux  positions,  après  un  temps  élé- 
mentaire, forment  les  extrémités  d'arcs  tangents  égaux  en 
longueur,  et,  à  ce  titre,  ne  sont  séparées  que  par  un  inter- 
valle du  second  ordre. 

Glissement.  — Un  second  cas  simple  est  celui  du  glisse- 
ment. Il  se  produit  lorsque  le  contact  s'effectue  constam- 
ment par  le  même  point  de  l'un  des  corps.  La  vitesse  de  ce 
point  s'appelle  vitesse  fie  glissement. 

Il  ne  faut  pas  confondre  le  glissement  avec  la  translation. 
Un  glissement  instantané  peut  être  en  effet  considéré  (XII) 
comme  composé  d'une  translation  avec  la  vitesse  de  glisse- 
ment et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point 
de  contact. 

Mouvement  mixte.  — Tous  les  cas  qui  ne  rentrent  pas 
dans  l'un  ou  l'autre  des  deux  précédents  sont  réunis  sous 
la  dénomination  de  mouvement  mixte. 

On  peut  le  considérer  comme  composé  à  chaque  instant 
de  roulement  et  de  glissement.  Supposons,  en  effet ,  que  le 
contact  s'opère  à  deux  instants  successifs  en  M  et  M'  (Pl.  I> 
fig.  4).  Réduisons  par  la  pensée  (XXI)  la  t  ourbe  M  m  M' 
au  repos,  et  soit  M,  la  position  où  parvient  sur  la  courbe 
mobile  le  premier  point  do  conlart  M.  Si  nous  prenons 
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M'wi  =  M'M„  on  pourra  imaginer  que  la  courbe  mobile 
glisse  le  long  de  l'arc  Mm  pour  rouler  ensuite  sur  l'arc 
mMf.  On  appelle  ces  deux  longueurs  arc  de  glissement  et 
arc  de  roulement.  En  divisant  ces  arcs  élémentaires  par  le 
temps  infiniment  petit,  on  obtient  les  vitesses  de  glisse- 
ment et  de  roulement.  Leur  rapport  peut  servir  à  ebaque 
instant  de  caractéristique  au  mouvement  mixte.  • 

On  aura  la  vitesse  de  roulement  en  ajoutant  ou  retran- 
chant,  suivant  les  cas,  la  vitesse  de  déplacement  total  du 
point  de  contact  et  la  vitesse  de  glissement.  Cette  dernière 
s'obtiendra  d'ailleurs  directement  en  divisant  par  le  temps 
infiniment  petit  la  distance  qui  sépare  à  l'instant  final  les 
deux  points  qui  se  trouvaient  primitivement  eu  contact. 
En  effet,  Tare  de  glissement  Mm  peut  être  remplacé  par 
MM„  car  nous  avons  vu  que  le  déplacement  ///M,,  dù  au 
roulement,  est  du  second  ordre  infinitésimal. 
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GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  MACHINES. 

XXIII.  Le  problème  de  l'industrie  mécanique  consiste 
toujours  à  utiliser  pour  l'élaboration  artificielle  de  cer- 
taines matières  les  forces  naturelles  que  nous  trouvons  au- 
tour de  nous.  C'est  ainsi  que  pour  le  martelage  du  fer,  l'élé- 
vation des  eaux,  le  tissage  des  fils,  etc.,  nous  disposons  in- 
distinctement de  la  force  du  cheval,  du  poids  d'une  chute 
d'eau,  de  l'expansion  de  la  vapeur,  etc.  Pour  mettre  en 
rapport  deux  choses  aussi  différentes,  un  intermédiaire  est 
toujours  indispensable  :  on  lui  donne  le  nom  de  machine. 

Ainsi  donc  toute  machine  est  un  appareil  destiné  à  mettre 
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en  relation  un  moteur  avec  une  matière  à  élaborer.  On 
y  peut  toujours,  d'après  cela,  apercevoir  trois  parties  dis- 
tinctes. 

La  première  se  trouve  en  rapport  immédiat  avec  le 
moteur;  elle  se  modèle  sur  lui  et  s'adapte  à  sa  nature  spé- 
ciale :  on  l'appelle  le  récepteur.  Ce  sera,  par  exemple,  poul- 
ies moteurs  que  nous  avons  cités,  un  manège,  une  roue  hy- 
draulique, une  machine  à  vapeur,  etc. 

Une  seconde  partie,  placée  à  l'autre  extrémité  de  l'appa- 
reil, est  en  contact  direct  avec  la  matière  à  élaborer.  On 
l'appelle  opérateur;  elle  remplace  l'outil  que  ferait  mou- 
voir en  l'absence  de  la  machine  la  main  de  l'ouvrier.  Ce 
sera,  pour  les  élaborations  que  j'ai  prises  pour  exemples, 
un  marteau,  une  pompe,  une  Jacquart,  etc. 

Entre  ces  deux  parties,  qui  empruntent  une  physionomie 
spéciale  à  la  nature  propre  du  moteur  et  de  la  matière  à 
élaborer,  s'en  trouve  une  troisième 'destinée  à  les  relier. 
Elle  est  plus  exclusivement  mécanique,  et  ses  éléments  se 
retrouvent  toujours  à  peu  près  les  mêmes  sauf  leur  mode 
de  groupement.  Nous  les  appellerons  les  mécanismes.  Ce 
seront,  par  exemple,  des  engrenages,  des  excentriques,  des 
cordes  sans  fin,  des  parallélogrammes,  etc. 

L'élude  des  machines  se  divise,  d'après  cela,  en  trois 
parties  correspondantes.  Mais  celle  des  opérateurs  appar- 
tient, à  proprement  parler,  à  la  technologie,  et  son  champ, 
du  reste,  est  à  peu  près  indéfini,  car  il  constitue  le  pro- 
gramme de  L'industrie  mécanique  tout  entière.  L'étude 
des  récepteurs  est  plus  circonscrite,  car  le  nombre  des  mo- 
teurs naturels  est  très-limité.  Elle  forme  uu  cadre  spécial 
étranger  au  sujet  que  je  me  propose  ici  de  traiter.  Nous 
nous  restreindrons  donc  à  l'étude  des  mécanismes,  que  j'en- 
visagerai d'ailleurs  d  une  manière  complète. 

XXIV.  Il  faut  pour  cela  embrasser  deux  points  de  vue 
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distincts.  Le  premier  est  exclusivement  géométrique.  Il  est 
destiné  à  rendre  compte  aux  yeux  du  mode  de  transmis- 
sion ou  de  modification  de  mouvement  qui  s'opère  d'un 
organe  au  suivant  dans  la  composition  des  machines. 

La  seconde  étude  s'attache  au  point  de  vue  dynamique  ou 
aux  résistances  qui  peuvent  se  développer.  Elle  est  utile,  en 
premier  lieu,  pour  discuter  les  différents  dispositifs  au  point 
de  vue  de  l'économie  du  travail  des  forcesdont  on  dispose.  On 
s'exposerait,  en  outre,  en  la  négligeant,  aux  plus  graves  mé- 
comptes, car  ces  résistances  peuvent  parfois  (370)  entraver 
le  mouvement  d'une  manière  absolue  et  dont  les  aperçus 
géométriques  sont  impuissants  à  rendre  compte;  de  sorte 
que  telle  combinaison  profondément  ingénieuse  sur  le 
papier  ne  saurait  en  sortir  pour  passer  dans  le  domaine 
de  l'application,  fût-ce  même  dans  un  simple  but  de  cu- 
riosité. 

Ces  deux  points  de  vue  se  partageront  les  deux  Parties 
de  ce  Traité. 

CLASSIFICATION  DES  MÉCANISMES. 

XXV.  Nous  établirons  d'abord  dans  la  liste  des  méca- 
nismes deux  grandes  divisions,  suivant  que  les  deux  pièces 
qui  les  constituent  agissent  Tune  sur  l'autre  par  contact 
immédiat  ou  à  l'aide  d  un  intermédiaire. 

Les  organes  de  contact  immédiat  se  classeront  naturelle- 
ment d'après  le  genre  de  leur  mouvement  relatif  (XXII). 
A  cet  égard  il  y  aura  lieu  de  distinguer  les  organes  à  roule- 
ment simple  ou  galets,  les  organes  à  glissement  simple  ou 
glissières,  et  les  organes  à  mouvement  mixte.  Pour  ces  der- 
niers une  subdivision  est  encore  nécessaire. 

Lorsqu'on  voudra  produire  un  mode  déterminé  de  trans- 
mission, l'analyse  du  problème  conduira  à  un  certain  profil 
pour  les  pièces.  S'il  s'agit  d'une  machine  dite  d'adresse, 
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c'est-à-dire  où  l'économie  du  travail  des  forces  ait  une  im- 
portance secondaire  et  qui  ne  puisse  entrer  en  comparaison 
avec  celle  de  la  précision  de  l'ouvrage,  rien  n'empêchera 
d'employer  dans  tout  son  développement,  s'il  est  limité,  ou 
dans  une  étendue  notable  pour  le  cas  contraire,  le  tracé  fourni 
parla  Cinématique.  On  formera  ainsi  la  classe  des  excentri- 
ques. Mais  si  1  s'agit  d'une  machine  de  force  où  l'intensité  des 
efforts  exercés  soit  considérable,  le  travail  des  frottements 
croit  en  proportion,  et  il  devient  nécessaire  de  l'atténuer  en 
diminuant  les  glissements  relatifs.  Or,  si,  après  avoir  réduit 
par  la  pensée  au  repos  (XXI)  l'une  des  pièces,  on  imagine 
le  lieu  des  centres  instantanés  de  la  pièce  mobile,  il  im- 
porte que  le  contact  ne  s'en  éioiguc  jamais  sensiblement, 
car  les  vitesses  croîtraient  en  raison  de  cette  distance  (VIII). 
D'après  cela  on  ne  devra  conserver  du  tracé  que  fournit  la 
Cinématique  qu'une  petite  étendue  aux  environs  du  lieu  des 
centres.  Pour  obtenir,  d'ailleurs,  la  continuité  de  la  trans- 
mission, on  sera  conduit  à  employer  une  série  de  ces  petits 
appendices  disposés  le  long  du  lieu  des  centres  instantanés. 
De  là  une  quatrième  classe  d'appareils  qui  emprunteront  à 
cette  particularité  un  aspect  spécial  :  ce  sont  les  roues  den- 
tées ou  les  engrenages. 

Nous  avons  compris  dans  la  seconde  division  les  méca- 
nismes dans  lesquels  les  deux  pièces  principales  agissent 
Tune  sur  l'autre  à  l'aide  d'un  intermédiaire  dont  le  mou- 
vement individuel  n'a  qu'une  importance  secondaire.  Ces 
appareils  se  classeront  naturellement  suivant  le  genre  de 
l'intermédiaire.  Lorsqu'il  sera  solide  nous  aurons  la  classe 
des  bielles,  et  quand  il  sera  tlexible  celle  des  cordes. 

XXVI.  Ces  six  chapitres  comprendront  tous  les  organes 
par  lesquels  s'effectue  la  transmission  proprement  dite  du 
mouvement,  depuis  le  récepteur  jusqu'à  l'opérateur.  Mais 
d'autres  appareils  sont  encore  nécessaires,  sinon  pour  la 
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marche,  du  moins  pour  la  bonne  marche  d'une  machine. 
Nous  les  appellerons  à  ce  titre  appareils  accessoires,  et  il 
s'en  présentera  trois  sortes. 

La  première  est  celle  des  régulateurs.  Ils  sont  destinés, 
comme  l'indique  leur  nom,  à  mettre  le  mouvement  de  la 
machine  à  l'abri  des  irrégularités  qui  peuvent  provenir  du 
moteur,  de  la  résistance  à  vaincre  ou  de  toute  autre  cause. 

La  seconde,  qui  remplit  en  quelque  sorte  un  rôle  inverse, 
est  celle  des  embrayages,  destinés  à  introduire  des  irrégu- 
larités ou,  pour  mieux  dire,  des  modifications  du  mouve- 
ment à  la  volonté  du  mécanicien,  notamment  la  mise  en 
marche  et  l'arrêt  de  la  machine. 

Nous  comprendrons  dans  une  dernière  classe  les  indica- 
teurs de  toutes  sortes  ou  appareils  d'observation,  tels  que 
enregistreurs,  manomètres,  dynamomètres,  etc.  C'est  eu 
quelque  sorte  l'arsenal  du  mécanicien,  non  plus  pour  ac- 
complir un  effet  industriel  déterminé,  mais  pour  perfec- 
tionner son  art  en  général  ou  la  conduite  de  sa  machine  en 
particulier,  en  observant  les  lois  et  toutes  les  circonstances 
qui  riutéresseut. 

En  résumé,  nous  rangerons  tous  les  appareils  que  nous 
avons  à  étudier  clans  les  neuf  classes  suivantes  : 

Roulement  simple.  Galets. 
Contact  immédiat.  \  Glissement  simple.  Glissières. 


I 

(  Intermédiaire  j  * 


Transmission,  j      .  '  Moutement  miite.  j  ^^T' 


Solide   Bielles. 

Ilexible   Cordes. 

Embrayages. 

Appareils  accessoires   \  Régulateurs. 

Indicateurs. 


CLASSIFICATION  DE  MONGE. 

XX Vil.  Une  autre  classification  a  été  proposée  dans 
l'origine  par  Monge  et  suivie  à  peu  près  sans  modifications 
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par  tous  les  auteurs  qui  se  sont  occupés  depuis  du  même 
sujet.  J'en  vais  exposer  succinctement  le  principe,  et  j'in- 
diquerai en  même  temps  les  raisons  pour  lesquelles  j'ai  cru 
devoir  lui  substituer  la  précédente. 

On  distingue  tous  les  mouvements  en  trois  sortes  :  recti- 
ligne,  circulaire  et  quelconque.  Remarquant  en  outre  que 
chacun  d'eux  peut  être  progressif  ou  alternatif,  c'est-à-dire 
de  va-et-vient,  on  obtient  six  types  distincts.  On  classe  en- 
suite les  organes  d'après  la  double  nature  des  mouvements 
de  leurs  deux  pièces.  A  cet  égard  on  peut  grouper  ensemble 
deux  mouvements  semblables  ou  dissemblables,  ce  qui 
fournit 

~  6.5 

o  H  =  2 1 

1.2 

a  ,  * 

vingt  et  une  combinaisons  distinctes. 

Ce  nombre  de  classes  est  excessif  pour  le  sujet  et  impose 
à  l'esprit  une  trop  grande  subdivision.  De  plus,  la  réparti- 
tion des  organes  s'y  fait  d'une  manière  très-défectueuse. 
Un  petit  nombre  de  catégories  condense  la  presque  totalité 
des  mécanismes  et  quelques-unes  sont  à  peu  près  dénuées 
d'exemples  à  l'appui.  Enfin,  ce  principe  de  classification 
a  le  défaut  capital  de  réunir  des  appareils  entièrement  dis- 
semblables et  de  disséminer  de  tous  côtés  les  analogies  vé- 
ritables ('). 

Cette  méthode  ne  parait  présenter  qu'un  seul  avantage 
véritable,  c'est  qu'elle  constitue  une  sorte  de  dictionnaire 
où  Ton  peut  aller  chercher  l'organe  dont  ou  devra  se  servir 
pour  opérer  une  transmission  de  nature  déterminée.  Mais 
quel  est  le  mécanicien  vraiment  digne  de  ce  nom  qui  pour 


(')  Je  n'en  citerai  qu'un  seul  exemple  :  pour  envisager  complètement  la 
théorie  des  engrenages,  qui  se  detache  pourtant  très-nettement  de  l'en- 
semble des  autres  mécanismes,  on  est  obligé  do  la  chercher  dans  presque 
toutes  lés  catégories  établies. 
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la  composition  d'une  machine  devra  feuilleter  un  pareil 
répertoire?  La  classification  n'est  ici  réellement  utile  que 
pour  l'étude  et  l'exposition  didactique,  et  à  ce  titre  elle 
doit  par-dessus  tout  grouper  les  analogies  fondamentales. 

J'ai  été  conduit  par  ces  raisons  à  adopter  le  point  de 
vue  que  je  viens  d'exposer,  pour  la  classification  des  or- 
ganes (XXV).  Je  dois  avertir  en  même  temps  que  ses 
avantages  s'apprécient  surtout  à  l'usage  et  quand  on  a  par- 
couru l'ensemble  de  celte  élude,  bien  plus  que  par  l'aperçu 
préalable  que  j'ai  dù  cependant  en  présenter  tout  d'abord. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉCANISMES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GALETS  DE  TRANSMISSION  UNIFORME. 


si. 

GÉNÉRALITÉS. 

\.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  de  galets 
les  organes  de  contact  immédiat  et  de  roulement  sim- 
ple (XXV). 

Leur  avantage  caractéristique  consiste  dans  la  substitu- 
tion de  la  résistance  très-faible  que  développe  le  roulement 
au  frottement  de  glissement  relativement  iulense. 

Ils  présentent  en  revanche  un  inconvénient  sérieux  dans 
la  formation  des  facettes.  Pour  peu,  en  eflet,  que  la  sur- 
face courbe  présente  une  irrégularité  un  peu  brusque,  il 
s'y  produira  périodiquement  un  ressaut  (fui  tendra  à  l'aug- 
menter. Si  la  machine  s'arrête  dans  le  voisinage  immédiat, 
le  galet  aura  tendance  à  tomber  dans  ce  cran,  et  la  pres- 
sion mutuelle  le  développera  encore.  Enfin,  s'il  s'y  arrête 
un  instant  pendant  le  mouvement,  le  glissement  et  l'usure 
augmenteront  rapidement  le  méplat,  et  le  galet  hors  d'état 
désormais  de  rouler  sera  devenu  une  glissière  et  une  mau- 
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vaise  glissière,  puisque  sa  forme  n'a  pas  été  calculée  pour 
ce  genre  d'action. 

2.  Deux  surfaces  peuvent  se  loucher  géométriquement 
par  un  point  ou  suivant  une  ligne,  c'est-à-dire  physique- 
ment, par  un  petit  espace  fermé  ou  le  long  d'une  zone 
très-étroite.  Comme  la  première  étendue  est  petite  dans 
tous  les  sens,  elle  est  beaucoup  plus  restreinte  que  la  se- 
conde. Or,  la  pression  mutuelle  des  deux  pièces  est  équi- 
librée par  le  jeu  moléculaire  des  parties  placées  en  pré- 
sence. Elle  occasionnera  donc  une  fatigue  et  une  tendance 
à  l'usure  plus  marquées  avec  le  premier  mode  de  contact, 
et,  pour  celte  raison,  le  second  doit  lui  être  préféré. 

Mais  si  les  deux  surfaces  se  touchent  par  une  ligne,  il 
importe  que  le  roulement  ait  lieu  dans  toute  son  étendue, 
c'est-à-dire  que  tous  ses  points  aient  une  vitesse  nulle 
(XXII).  Joignons-en  deux  quelconques  par  une  droite  :  ce 
sera  un  axe  instantané  dont  tous  les  points  auront  de  même 
une  vitesse  nulle.  Si  en  outre  la  ligne  de  contact  présentait 
un  seul  point  en  dehors  de  cet  axe,  il  formerait  avec  les  pre- 
miers un  triangle  de  repères  (IV)  dont  les  trois  vitesses  se- 
raient nulles,  ainsi,  par  conséquent,  que  celle  de  tout  autre 
point  du  solide;  et  comme  il  en  doit  être  de  même  à  un  in- 
stant quelconque,  le  corps  se  trouverait  réduit  à  l'immobilité 
et  cesserait  d'être  un  organe  de  machines.  La  ligne  de  contact 
ne  peut  donc  être  qu'une  droite,  et  l'on  voit  que  les  sur- 
faces doivent  être  telles,  qu'on  y  puisse  tracer  une  infinité 
de  lignes  droites!  En  d'aulres  termes,  les  galets  sont  né- 
cessairement des  surfaces  réglées, 

A  celte  catégorie  fort  étendue  de  surfaces,  la  pratique  de 
la  construction  n'emprunle  que  les  cylindres  et  les  cônes, 
quelle  installe  autour  d'axes  de  rotation  parallèles  aux 
génératrices  du  cylindre  ou  passant  par  le  sommet  du 
cône. 
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3.  Étudions,  d'après  cela,  le  mouvement  relatif  des  ga- 
lets. Nous  devrons,  à  cet  effet  (XXI),  réduire  par  la  pensée 
l'un  d'eux  au  repos  et  composer  pour  l'autre  son  mouve- 
ment propre  avec  le  mouvement  inverse  du  premier,  c'esu- 
à-dire  deux  rotations. 

Pour  les  galets  cylindriques,  ces  deux  rotai  ions  ont  des 
axes  parallèles.  Le  mouvement  résultant  sera  donc  (XVII) 
une  rotation  instantanée  autour  d'un  axe  parallèle  aux 
proposés  et  situé  dans  leur  plan.  De  sorte  qu'en  projection 
sur  le  plan  de  section  droite,  son  pied  tombe  sur  la  ligne 
qui  joint  les  autres.  Si  donc  A  désigne  la  distance  constante 
des  centres,  r  et  r'  celles  qui  les  séparent  du  centre  instan- 
tané, on  aura 

r±r'=H9 

le  signe  dépendant  jdes  sens  respectifs  des  rotations  que 
nous  pouvons  laisser  indéterminés.  Nous  savons  de  plus 
(XVII)  que  les  distances  de  Taxe  instantané  aux  axes  pro- 
posés sont  en  raison  inverse  des  vitesses  angulaires,  et,  par 
suite, 


Pour  les  galets  coniques,  nous  trouverons  des  formules 
analogues.  La  composition  des  rotations  s'effectue  alors 
(XVI)  par  un  parallélogramme.  Si  donc  a  désigne  l'angle 
constant  des  deux  axes  proposés,  et  9,  9'  ceux  qu'ils  font 
avec  l'axe  instantané,  on  aura 

sin  y  &>' 
sin  <p'  «T* 

Il  y  a  lieu,  d'après  cela,  de  distinguer  les  galets  en  deux 
catégories,  suivant  que  le  rapport  de  leurs  vitesses  angu- 
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laires  est  constant  ou  variable,  c'est-à-dire  que  la  transmis- 
sion est  uniforme  ou  variée. 

Première  catégorie.  —  Galets  de  transmission  uni- 
forme. 

Seconde  catégorie.  —  Galets  de  transmission  variable. 

S  n. 

GALETS  DE  TRANSMISSION  UNIFORME. 

4.  Les  galets  de  transmission  uniforme  intéressent  plus 
particulièrement  la  pratique,  et  il  en  est  de  même,  en 
général,  des  transmissions  à  rapport  de  vitesses  constant. 
Le  mouvement  uniforme  est,  en  eiïct,  de  tous  celui  que 
Ton  doit  préférer  pour  les  pièces  de  machines,  quand  au- 
cune raison  ne  s'y  oppose  d'ailleurs.  Il  est,  en  effet,  le  plus 
compatible  avec  la  régularité  de  l'ouvrage  que  l'on  veut 
effectuer;  et,  en  outre,  il  établit  les  ressorts  moléculaires 
dans  un  état  fixe  au  lieu  d'occasionner  des  variations  de 
tension  qui  fatiguent  à  la  longue  les  pièces  et  nuisent  à  la 
précision  de  leur  ajustement.  Or,  si  on  veut  que  l'es  vi- 
tesses de  deux  pièces  consécutives  puissent  être  constantes, 
il  faut  évidemment  que  leur  rapport  soit  lui-même  con- 
stant. 

Les  équations  précédentes  suffisent  à  déterminer  la 
forme  des  galets  de  transmission  uniforme.  Elles  devien- 
nent, en  effet*  pour  les  cylindres, 

,     ,  r 
r±r  =  const. ,     —  =  const . , 

c'est-à-dire 

r=  const.,    r'  =  const. 

Comme  du  reste  r  et  r'  sont  les  rayons  vecteurs  du  profil 
de  la  section  droite,  par  rapport  aux  centres  fixes,  on  voit 
que  ces  profils  seront  circulaires,  et  par  suite  les  cylindres 
de  révolution. 
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On  aura  de  même  pour  les  cônes  : 

.  sin  © 

T>-h<?'  =  const. ,  — x,  set  const. , 
r     T  sin?' 

et  par  suile  : 

?  =  const. ,      =  const. , 
c'est-à-dire  que  les  cènes  seront  aussi  de  révolution. 

• 

5,  Il  peut  sembler,  au  premier  abord,  que  cette  solution 
soit  irréalisable.  En  effet,  la  conduite  d'une  courbe  par 
une  autre  tient,  en  général,  à  ce  que  les  rayons  vecteurs 
de  celle-ci,  allant  en  croissant,  devront  déplacer  ceux  de  la 
première  pour  s'ouvrir  un  passage,  en  raison  de  cette  pro- 
priété de  la  matière  qu'on  nomme  Y  impénétrabilité.  Or, 
cette  raison  ne  subsiste  plus  pour  les  profils  circulaires 
dont  tous  les  rayons  sont  égaux.  Mais  on  peut  en  revanche 
en  invoquer  une  autre  appelée  Y  adhérence  y  en  raison  de 
laquelle  un  profil,  qui  tend  à  glisser  le  long  d'un  autre, 
l'entraînera  tant  que  ce  dernier  ne  sera  pas  maintenu  par 
une  résistance  supérieure  à  une  certaine  limite.  Cette 
limite  d'adhérence  est  proportionnelle' à  la  pression  mu- 
tuelle des  deux  corps,  et  on  l'appelle  force  de  Jrottement. 
Nous  reviendrons  par  la  suite  avec  détail  sur  ces  phéno- 
mènes. 

Il  résulte  tout  à  la  fois  de  ce  mode  d'action  des  rouleaux 
de  friction^  soit  cylindriques,  soit  coniques,  un  avantage 
et  un  inconvénient.  L'inconvénient  réside  dans  cette  limite 
de  r  adhérence,  peu  élevée  en  général,  au  delà  de  laquelle  la 
trausmission^cessera  d'avoir  lieu,  ce  qui  tend  à  écarter  ces 
organes  des  machines  de  force.  L'avantage  consiste  de  son 
côté  dans  celle  possibilité  du  glissement,  pour  certains 
appareils  sujets  à  des  variations  brusques  de  force  qui  ten- 
draient à  briser  les  organes  d'une  transmission  obligée, 
comme  des  dents  d'engrenage,  tandis  qu'ils  ne  feront  que 

3'. 
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déterminer  un  glissement  accidentel  des  rouleaux  l'un  sur 
'autre. 

Ajoutons  que  M.  Minotto  a  trouvé  le  moyen  d'atténuer 
considérablement  le  défaut  en  question,  par  l'emploi  d'une 
disposition  ingénieuse  qu'il  appelle  engrenage  à  coin. 
Elle  consiste  à  tailler  un  des  galets  en  biseau,  comme  une 
lentille,  et  l'autre  en  gorge,  comme  une  poulie  très-refouil- 
lée.  Par  là,  en  effet,  les  galets  se  comportent  l'un  par  rap- 
port à  l'autre  comme  un  coin  dans  sa  fente.  Or  on  sait, 
sans  qu'il  soit  besoin  d'invoquer  pour  cela  ici  la  théo- 
rie (375),  que  l'effet  du  coin  est  d'augmenter  considérable- 
ment la  pression  mutuelle  des  deux  corps,  et  par  suite  la 
limite  d'adhérence  en  laissant  constant  l'effort  qui  tend  à 
rapprocher  les  deux  axes. 

6.  Au  point  de  vue  du  parti  que  les  constructeurs  ont 
su  tirer  de  l'emploi  des  rouleaux  de  friction,  on  peut  répar- 
tir ces  appareils  en  trois  genres  : 

Premier  genre.  —  Galets  fixes. 

Deuxième  genre.  —  Galets  mobiles. 

Troisième  genre.  —  Galets  d'interposition. 

Nous  appelons  galets  fixes  ceux  dont  l'axe  est  fixe.  Ils  ne 
fonctionnent  que  comme  guides  pour  le  mouvement  de  la 
pièce  placée  au  contact,  et  la  vitesse  de  leur  axe  est  nulle. 
J'indiquerai  comme  exemple  les  laminoirs,  formés  de  cy- 
lindres dout  le  mouvement  entraîne  par  adhérence  la  barre 
de  fer  interposée. 

Les  galets  mobiles  sont  ceux  dont  Taxe  est  porté  sur  le 
corps  mobile.  Sa  vitesse  est  égale  à  celle  de  ce  corps.  Je 
citerai  comme  exemple  les  roues  de  voiture. 

Les  galets  d'interposition  sont  indépendants  à  la  fois  du 
corps  flxe  et  du  corps  mobile.  Je  citerai  comme  exemple 
les  rouleaux  qui  servent  aux  tailleurs  de  pierre  ou  de  char- 
pente à  transporter  de  lourds  fardeaux. 
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La  vitesse  de  Taxe  des  galets  d'interposition  est  la  moi- 
tié de  celle  du  corps  mobile.  En  effet,  celui-ci  roulant  sur 
le  galet,  il  n'y  a  pas  de  vitesse  de  glissement  relative.  La 
vitesse  absolue  du  madrier  est  donc  celle  du  point  le  plus 
haut  du  cercle.  Pour  la  même  raison,  celle  du  point  le  plus 
bas  est  la  même  que  pour  le  sol;  ce  point  a  donc  une  vi- 
tesse nulle,  et  appartient  par  suite  à  Taxe  instantané.  Or  les 
vitesses  des  différents  points  sont  proportionnelles  (VIII)  à 
leurs  distances  à  cet  axe,  et  comme  la  distance  du  point  le 
plus  haut  est  le  diamètre,  tandis  que  celle  de  Taxe  de  figure 
n'est  que  le  rayon,  le  rapport  des  deux  vitesses  sera  de 
moitié. 

§  m. 

EXEMPLES. 

7.  Galets  fixes.  — Suspension  de  la  machine  d' Al- 
wood.  —  Cette  machine  étant  un  appareil  de  précision, 
il  est  nécessaire  d'éviter  le  frottement  sur  Taxe  de  rotation 
de  la  poulie,  que  l'on  suspend  pour  cela  sur  un  train  de 
galets  (PL  V,  jig.  71). 

Ce  système  ne  peut  être  employé  que  lorsque  l'appareil 
est  d'une  grande  légèreté.  On  s'exposerait  sans  cela  à  des 
poussées  latérales.  Il  faut,  quand  le  poids  devient  considé- 
rable, le  faire  porter  directement  sur  l'axe  de  rotation  des 
galets,  comme  dans  les  deux  exemples  suivants. 

8.  Suspension  des  cloclies.  —  Ce  dispositif  est  employé 
pour  la  grosse  cloche  de  la  cathédrale  de  Metz.  Son  axe 
doit  être  animé  d'un  mouvement  oscillatoire,  et  il  importe 
d'en  atténuer  le  frottement  dont  l'intensité  rendrait  la  ma- 
nœuvre difficile.  A  cet  effet,  on  le  fait  porter  sur  un  pre- 
mier galet  oscillant  (Pl.  F,fig.  72),  et  on  l'y  maintient  sur 
le  point  le  plus  haut  à  l'aide  de  deux  galets  latéraux  qui 
l'cmpècheut  de  chavirer.  Ceux-ci  sont  reliés  entre  eux  par 
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une  pièce  en  V  renversé,  qui  oscille  elle-même,  de  ma- 
nière que  la  descente  de  chacune  des  joues  fasse  remonter 
l'autre. 

9.  Galets  d'alimentation.  —  Les  locomotives  sont  des 
machines  à  vapeur  montées  sur  un  véhicule.  Leur  chau- 
dière est  alimentée  par  une  pompe  que  manœuvre  la  ma- 
chiue  elle-même.  La  locomotive  est  donc  obligée  de  courir 
sur  les  rails  pour  alimenter.  Afin  d'éviter  l'encombrement 
produit  par  celle  manœuvre  dans  les  grandes  gares,  on  a 
recours  à  un  moyeu  très-simple. 

On  interrompt  en  six  points,  convenablement  espacés, 
les  deux  rails  d'une  voie  spéciale,  et  on  les  raccorde  dans 
cet  intervalle  par  les  poinls  les  plus  hauts  de  six  galets 
verticaux  placés  en  contre-bas  du  sol.  La  locomotive  est 
amenée  sur  ces  six  points,  calée  par  un  léger  obstacle  et 
mise  en  mouvement.  Ses  roues  tournent  et  entraînent  dans 
leur  rotation  les  rails  circulaires  sans  que  le  véhicule  se 
déplace. 

10.  Galet  totaliseur.  —  On  emploie  dans  les  dynamo- 
mètres à  compteur  l'appareil  suivant  (Pl.  V}fig.  fi). 

Lu  plateau  A  tourne  autour  de  son  axe  avec  une  vi- 
tesse (ù.  Une  roulette  B  est  posée  sur  ce  plateau,  de  manière 
que  son  plan  soit  perpendiculaire  au  rayon  r  du  point  de 
contact,  que  le  mode  d'installation  permet  d'ailleurs  de 
faire  varier.  Désignons  par  r'  et  &>'  le  rayon  et  la  vitesse 
angulaire  de  celte  roulette,  et  exprimons  que  les  deux 
points  en  contact  ont  la  même  vitesse,  ce  qui  est  la  condi- 
tion du  roulement  relatif  : 

. 

r'  étant  constant,  on  voit  par  là  que  la  rotation  de  la  rou- 
lette sera  en  raison  composée  de  celle  du  plateau  et  de  la 
distance  variable  au  centre. 
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11.  Cône  totaliseur.  —  On  rencontre  dans  le  plani- 
mètre  d'Oppikofer  un  mécanisme  qui  ne  diffère  du  précé- 
dent qu'en  ce  que  le  plateau  est  remplacé  par  un  cône 
(Pi.  V,  fig.  74).  La  roulette  se  déplace  alors  le  long 
d'une  génératrice.  Si  d  désigne  la  distance  variable  du 
point  de  contact  au  sommet,  on  aura 

wrfsin  a  =  w'r'  ; 

r'  et  a  étant  constants,  on  voit  que  la  rotation  de  la  rou- 
lette sera  encore  en  raison  composée  de  celle  du  cône  et  de 
sa  distance  au  sommet. 

12.  Fusée  en  tractrice.  —  Dans  le  cas  précédent,  l'extré- 
mité de  l'axe  de  la  roulette  se  transporte  parallèlement  à  une 
génératrice  du  cône.  Si  on  veut  lui  faire  parcourir  l'axe 
même  du  corps  tournant,  il  est  facile  d'assigner  le  profil 
que  doit  alors  prendre  celui-ci.  Si,  en  effet,  nous  employons 
comme  roulette  un  tronc  de  cône  infiniment  mince,  dont 
le  sommet  parcoure  Taxe  de  la  fusée  (Pi.  /,  fig.  5),  son 
apothème  formera  la  longueur  de  la  tangente  à  la  courbe 
cherchée,  et  comme  il  est  constant,  on  voit  que  ce  profil  cet 
une  tractrice  ou  développante  de  chaînette.  Ce  résultat  a  été 
indiqué  par  Willis,  qui  le  déduit  d'une  analyse  un  peu 
compliquée. 

13.  Galets  mobiles.  —  Boues  à  boudin.  —  Ces  roues 
sont  employées  pour  la  circulation  des  wagons  sur  les 
voies  de  fer  (  Pi.  V,  fig.  76  ). 

Les  rebords  ou  boudins  sont  destinés  à  empêcher  le  dé- 
raillement, c'est-à-dire  l'écarteaient  à  droite  ou  à  gauche. 
Mais  il  faut  éviter  qu'une  cause  quelconque,  telle  que  la 
pression  du  vent,  tende  à  appuyer  d'une  manière  perma- 
nente les  boudins  contre  le  rail,  à  cause  du  frottement 
nuisible  qui  eu  résulterait.  On  y  obvie  par  la  conicité  des 
jantes.  A  cet  effet,  les  galets,  au  lieu  d'être  cylindriques, 
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affectent  la  forme  de  troncs  de  cône  dont  les  sommets  sont 
extérieurs  à  la  voie.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  que 
le  train  éprouve  une  tendance  à  appuyer  à  gauche,  la  roue 
de  gauche  roulera  par  une  section  plus  grande  et  celle  de 
droite  par  une  moindre.  L'essieu  ne  pourra  donc  s'avancer 
parallèlement  à  lui-même,  et  il  se  produira  une  déviation 
vers  la  droite  qui  ramènera  le  train  dans  Taxe  de  la  voie. 

La  conicité  a  encore  une  autre  utilité  dans  les  courbes. 
L'effet  connu  sous  le  nom  de  force  centrifuge,  et  qu'on 
peut  concevoir  comme  une  déviation  apparente  de  la  pe- 
santeur, oblige  alors  à  donner  à  la  voie  une  inclinaison 
transversale  pour  la  mettre  à  angle  droit  sur  cette  pesan- 
teur fictive.  Mais  comme  la  force  centrifuge  dépend  de  la 
vitesse,  et  que  celle-ci  n'est  pas  la  même  pour  tous  les 
trains,  on  ne  peut  que  prendre  une  moyenne,  et  il  reste 
une  tendance  à  verser  en  dehors  pour  les  trains  de  grande 
vitesse,  et  en  dedans  pour  ceux  de  petite  vitesse.  La  cor- 
rection de  cette  inclinaison  se  trouve  dans  la  conicité.  En 
cfïct,  pour  ne  considérer  que  les  trains  de  grande  vitesse, 
ils  tendent  à  appuyer  vers  l'extérieur,  c'est-à-dire  à  faire 
porter  la  roue  extérieure  sur  une  grande  et  la  roue  inté- 
rieure sur  une  petite  section,  ou  à  relever  ainsi  encore  da- 
vantage l'inclinaison  de  l'essieu,  en  faisant  en  même  temps 
parcourir  le  plus  grand  des  deux  rails  par  la  plus  grande 


\  4.  Sy  stème  articulé  de  Sceaux,  —  Le  système  précédent 
ne  peut  s'engager  dans  les  courbes  que  par  approximation, 
attendu  que  les  deux  essieux  d'un  même  wagon  devraient 
rester  normaux  à  la  voie,  tandis  que  la  structure  invariable 
du  châssis  du  wagon  les  oblige  à  demeurer  parallèles  l'un 
à  l'autre.  M.  Arnoux  a  imaginé,  pour  les  courbes  très- 
accentuées,  un  système  qui  permet  à  tous  les  essieux  de 
conserver  leur  indépendance  (PL  F,  fig.  76). 
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Les  roues  sont  alors  folles  sur  leurs  essieux,  et  ceux-ci 
sout  assemblés  au  cbàssis  par  des  chevilles  ouvrières.  Par  là 
toutes  les  pièces  deviennent  indépendantes.  Pour  assurer, 
en  outre,  leur  direction,  on  adapte  au  premier  essieu  un 
train  de  quatre  galets- guides]  qui  s'appuie  sur  les  bords 
intérieurs  des  rails,  et  oblige  cet  essieu  à  se  placer  norma- 
lement au  cercle  de  la  voie.  Un  système  semblable  guide  le 
dernier  essieu  ;  quant  aux  axes  intermédiaires,  on  les  relie 
aux  deux  extrêmes  de  la  manière  suivante  : 

Les  deux  chevilles  ouvrières  d'un  même  wagon  sont 
portées  par  une  pièce  solide  qu'on  appelle  la  flèche,  et  les 
deux  chevilles  voisines  de  wagons  consécutifs  sont  réunies 
par  d'autres  pièces  rigides  nommées  timons.  Toutes  les 
flèches  et  tous  les  timons  ont  la  même  longueur.  Leur 
système  formera  donc  un  polygone  régulier  capable  d'être 
inscrit  dans  une  courbe  circulaire,  si  tous  les  angles  sont 
égaux  ou  si  toutes  les  barres  se  dévient  par  rapport  aux 
essieux  des  mêmes  quantités.  Tel  est  donc  l'effet  à  obtenir. 

Pour  cela  chaque  essieu  est  réuni  à  la  flèche  et  au  timon 
adjacents  par  quatre  tiges  qui  forment  un  losange  dans 
l'état  recti ligne,  et  qui  le  formeront  par  suite  encore  pen- 
dant la  déformation,  puisque  lés  quatre  côtés  ne  cesseront 
pas  d'être  égaux.  Ces  liges  sont  articulées  sur  la  flèche  et 
sur  le  timon  en  des  points  fixes;  mais  elles  sont  assemblées 
sur  l'essieu  au  moyen  de  manchons  qui  peuvent  y  glisser. 
Tout  le  système  est  donc  symétrique  par  rapport  à  l'essieu, 
qui  forme  la  diagonale  du  losange,  et  par  suite  la  flèche  et 
le  timon  feront  nécessairement  avec  lui  des  angles  égaux. 

15.  Galets  d'interposition.  —  Plaque  tournante.  — 
Pour  faire  passer  les  wagons  d'une  voie  sur  une  autre  qui 
la  rencontre  en  un  point,  on  les  amène  sur  une  plaque  que 
l'on  peut  faire  tourner  autour  de  ce  point  (Pl.  Vyfig-  77). 
Pour  atténuer  son  frottement  sur  le  sol,  on  interpose  une 
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série  de  galets  réunis  ensemble  par  une  couronne.  Ces 
galets  ont  la  forme  de  cônes  assez  aigus,  dont  tous  les 
sommets  se  trouvent  e&  un  même  point  de  Taxe.  Les  rails 
circulaires  qui- se  trouvent  sur  le  sol  et  sous  la  plaque 
forment  eux-mêmes  des  cônes  très-obtus  qui  out  le  même 
sommet  et  un  demi-angle  complémentaire  de  celui  des 
galets.  Dans  ces  conditions  les  différentes  sections  des  ga- 
lets sont  dans  le  rapport  de  leurs  distances  à  Taxe,  et  il  en 
est  de  même  des  circonférences  du  sol  et  de  la  plaque  sur 
lesquelles  ces  sections  doivent  se  développer.  Le  roulement 
est,  par  suite,  possible  dans  tous  les  points  par  application 
d'arcs  égaux  les  uns  sur  les  autres. 

Un  système  tout  semblable  e6t  employé  dans  les  ponts 
tournants.  On  appelle  ainsi  des  tabliers  établis  très-bas  sur 
uu  cours  d'eau,  en  raison  du  niveau  de  la  circulation  que 
Ton  veut  ménager,  et  qui  doivent  se  déplacer  par  rotation, 
pour  permettre  par  intervalles  le  passage  de  la  navigation. 

16.  Collier  à  galets,  —  Lorsqu'un  arbre  vertical  doit 
traverser  les  planchers  d'une  usine,  on  en  proûle  pour  y 
établir  un  guide.  Afin  d'éviter  le  frottement,  on  interpose 
alors  entre  l'arbre  cl  la  cuvp  environnante  des  galets  cylin- 
driques verticaux  réunis  par  une  couronne  (Pl.  F  ,Jig.  78). 
Celle-ci  est  elle-même  portée  sur  une  série  circulaire  de 
roulettes  qui  circulent  sur  une  bande  circulaire  horizontale 
et  Oxe. 

Cet  organe  est  également  employé  dans  les  phares  tour- 
nants, pour  Gxer  avec  précision  la  position  du  système 
tournant  de  lentilles  à  échelons  par  rapport  à  la  lampe. 
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CHAPITRE  H. 

GALETS  DE  TRANSMISSION  VARIABLE . 


SI- 

SPIRALE  LOGARITHMIQUE . 

17.  Nous  avons  reconnu  (3)  que  la  condition  du  roule- 
ra en  l  des  deux  courbes  planes  ou  sphériques  (*)  qui  servent 
de  directrices  à  des  cylindres  ou  à  des  cônes  est  que  leur 
contact  s'effectue  constamment  sur  la  droite  des  centres  ou 
l'arc  de  grand  cercle  des  pôles  de  rotation.  Telle  sera  donc 
la  condition  à  vérifier  dans  chaque  cas. 

Une  première  solution  indiquée  par  Euler  repose  sur 
l'emploi  de  la  courbe  qui  traverse,  sous  un  angle  constant, 
tous  ses  rayons  vecteurs.  Cette  courbe  s'appelle  spirale  lo- 
garithmique dans  un  plan  et  loxodromie  sur  la  sphère.  Je 
me  bornerai  à  présenter  pour  la  spirale  le  raisonnement 
qui  s'applique  également  aux  deux  cas. 

18.  Supposons  deux  spirales  logarithmiques  égales  et 
assujetties  à  tourner  autour  de  leurs  pôles  (Pl.  I,fig-  6). 
Rien  n'empêche  de  supposer  que,  dans  une  première  posi- 
tion, elles  se  touchent  en  un  point  M  de  la  ligne  OO'  des 
centres,  puisque,  par  hypothèse,  ces  courbes  font  tontes  les 


(')  Ce  genre  do  questions  n'est  envisagé  d'ordinaire  que  pour  les  courbes 
planes.  La  forme  que  nous  lui  donnons  ici  a  l'avantage  de  s'étendre,  sans 
autres  explications,  à  la  Géométrie  de  la  sphère,  c'est-à-dire  au  cas  des  axes 
concourants. 
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doux  le  même  angle  avec  leur  rayon  vecteur.  Il  s'agit  seu- 
lement de  reconnaître  qu'en  prenant,  à  partir  de  M,  deux 
arcs  élémentaires  égaux  MN,  MIV,  les  deux  rayotis  ON,  ON7 
auront  encore  pour  somme  OO';  alors,  en  effet,  les  points 
N,  N'  pourront  être  amenés  à  se  confondre  sur  la  ligne  des 
centres,  et  les  spirales  seront  par  cela  seul  tangentes,  puis- 
qu'elles font  le  même  angle  avec  tous  leurs  rayons  vec- 
teurs. 

Si,  pour  le  faire  voir,  nous  abaissons  NK,  M¥J  perpen- 
diculaires sur  OM,  ON',  les  triangles  rectangles  MNK, 
MN'K'  seront  égaux  comme  ayant  des  hypoténuses  égales 
et  un  même  angle  NMK  =  MN'K';  car  c'est  l'angle  inva- 
riable des  deux  spirales.  Dès  lors  MK  =  N'K',  c'est-à-dire 
que  l'augmentation  de  l'un  des  rayons  est  égale  à  la  dimi- 
nution de  l'autre. 

19.  Comme  la  spirale  logarithmique  est  une  courbe  ou- 
verte, on  ne  peut  en  employer,  pour  cette  transmission, 
qu'une  portion  limitée,  qui  s'étend  au  plus  depuis  son  pôle 
jusqu'au  rayon  vecteur  égal  à  la  distance  des  centres.  11  sera 
donc  nécessaire,  pour  obtenir  la  continuité  de  la  transmis- 
sion, de  grouper  plusieurs  arcs  de  même  nature.  Pour  ob- 
tenir la  périodicité  du  mouvement,  on  disposera  leurs 
cordes  extrêmes  suivant  les  côtés  d'un  polygone  régulier 

Pour  compléter  cette  élégante  solution,  qui  a  été  pro- 
posée par  M.  Wcissbach,  je  calculerai  l'angle  de  la  spirale 
qui  correspond  au  polygone  de  n  côtés.  On  sait,  pour  cela, 
que,  si  aB  est  l'angle  constant  de  la  spirale,  elle  a  pour  équa- 
tion, entre  les  coordonnées  polaires  r  et  0, 

r0  étant  le  rayon  extrême  à  partir  duquel  nous  évaluons 
l'azimut  0.  Si  donc  r,  est  l'autre  rayon  extrême,  incliné  sur 
le  premier  de  la  moitié  de  l'angle  au  centre  du  polygone, 
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c'est-à-dire  de  ->  on  aura 
n 


-  cotai>gaH 
rt  =  r,e 


D'ailleurs, 

ir 

r,  =  r,  cos  - 
n 

on  a  par  suite,  en  multipliant, 


-cotanga,  n 

é*  .  C0S-=I, 

n 


et,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 

-  cotanga, -f-  log.cos-  =  o. 


n 

On  tire  de  là 


tang  oLn  =  — 


n  log.cos^ 


valeur  essentiellement  positive. 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  qui  est  à  chaque  in- 
stant le  rapport  inverse  des  rayons  vecteurs  (3),  se  déduira 
facilement  de  l'équation  de  la  courbe.  Mais  nous  n'avons 

mm 

besoin  que  de  connaître  ses  valeurs  extrêmes,  qui  seront  - 
et  — •  Le  rapport  du  minimum  au  maximum  sera  donc 

( 2lY  ou  cos*  j«  Or,  il  devrait  être  l'unité  dans  une  trans- 
mission uniforme 5  l'irrégularité  sera  donc  mesurée  (')  par 


I  —  cos1-* 
n 


(•)  On  remarquera  cette  marche  fort  simple  que  nous  appliquerons  à 
tous  les  organes  de  transmission  variable  pour  comparer  leur  degré  d'irré- 
gularité. 


Digitized  by  Google 


46  ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉCANISMES. 

c'est-à-dire 

w 
n 

On  aura  d'ailleurs  évidemment,  dans  chaque  tour  et  pour 
chaque  pièce,  nmaxima  et  n  minima  de  vitesses. 

Cetie  solution  a  été  appliquée  pour  le  cas  particulier  du 
carré  dans  la  machine  à  imprimer  de  Bacon  et  Donkin. 
Nous  trouverons,  en  faisant  dans  les  formules  précédentes 

m  n  ic 

tanga  —  —  -  —  2  j       —  jogijî 

4  log  COS-r 

4 

on  en  déduit,  en  ayant  soin  de  ne  pas  oublier  que  le  loga- 
rithme appartient  au  système  népérien, 

a  =  23°  49'. 
L'irrégularité  devient  en  même  temps 

de  sorte  que  le  rapport  des  vitesses  atteint  un  maximum 
double  de  son  minimum. 

S  H- 

SECTIONS  CONIQUES. 

20.  Ellipse.  —  Une  seconde  solution  repose  sur  l'emploi 
delà  courbe  telle  que,  pour  chacun  de  ses  points,  la  somme 
des  distances  à  deux  foyers  fixes  reste  constante.  On  en  dé- 
duit cette  autre  propriété,  que  la  tangente  est  partout  éga- 
lement.inclinée  sur  les  deux  rayons  vecteurs.  Cette  courbe 
est  appelée  dans  le  plan  ellipse,  et  sur  la  sphère  ellipse 
sphérique.  Je  me  bornerai  encore  à  présepter  pour  l'ellipse 
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plane  la  démonstration  qui  convient  également  aux  deux 
cas. 

Nous  emploierons  deux  ellipses  égales  assujetties  à  tour- 
ner autour  de  leurs  foyers  F,  F',  que  Ton  sépare  par  une 
distance  égale  au  grand  axe  (PL  /,  fîg.  8).  Il  devient  dès 
lors  possible  de  leur  donner  une  position  initiale  dans  la- 
quelle les  deux  grands  axes  sont  dirigés  suivant  la  ligne  des 
centres,  les  ellipses  se  touchant  par  les  sommets  A  et  A', .  Je 
prends,  à  partir  de  ces  sommets,  deux  arcs  égaux 

# 

Il  suffit  de  montrer  qu'après  le  roulement  de  ces  arcs  les 
deux  ellipses  se  toucheront  par  sur  la  ligne  des  centres, 
c'est-à-dire  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  FH  et  F'ft 
sera  égale  à  cette  ligne  des  centres,  et  que  les  deux  courbes 
feront  avec  ces  rayons  des  angles  égaux. 
On  a,  en  effet, 

Fû  =  f;  a, 

car  ce  sont  deux  rayons  qui  aboutissent  à  des  points  homo- 
logues dans  deux  ellipses  égales.  Par  suite, 

Fû  -h  F'tt 

a  la  même  valeur  que 

F;û  +  F'n, 

c'est-à-dire  le  grand  axe  ou  la  distance  des  centres.  En  se- 
cond lieu,  on  a,  par  la  même  similitude, 

TUF  =  THF;; 

mais  d'ailleurs,  en  raison  de  la  propriété  que  j'ai  énoncée 
pour  l'ellipse, 

THF',  =T'nF'. 

Par  suite, 

TnF=T'aF'. 


Digitized  by  Google 


48  ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉCANISMES. 

Ces  angles,  étant  égaux,  peuvent  être  opposés  par  le  som- 
met, de  manière  que  les  deux  courbes  présentent  la  même 
inclinaison  sur  la  ligne  des  centres» 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires,  qui  est  à  chaque  in- 
stant l'inverse  de  celui  des  rayons  vecteurs  (3),  se  déduira 
encore  facilement  de  l'équation  de  l'ellipse.  Mais  nous  n'a- 
vons besoin  que  de  connaître  ses  limites,  qui  seront  évi- 
demment 

i  —  e      i  H-  e 

— ; — >   » 

i  H-  e      i  —  e 

en  désignant,  suivant  l'usage,  par  e  le  rapport  de  l'excen- 
tricité au  grand  axe.  Le  rapport  du  minimum  au  maximum 
sera  dès  lors 

et  l'irrégularité 

On  n'aura  d'ailleurs,  dans  chaque  tour  et  pour  chaque 
pièce,  qu'un  maximum  et  un  minimum  de  vitesses. 

21 .  Hyperbole.  —  Ce  mode  de  solution  n'a  été  indiqué 
jusqu'ici  que  pour  l'ellipse.  Je  vais  montrer  qu'on  peut 
également  employer  les  deux  autres  sections  coniques,  et 
d'abord  l'hyperbole,  c'est-à-dire  la  courbe  telle,  que  la  dif- 
férence de  ses  distances  à  deux  foyers  reste  constante.' 

Il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  (PL  lf%fig»  9)  deux  hyper- 
boles égales  assujetties  autour  de  leurs  [foyers  que  l'on  éta- 
blit à  une  distance  égale  à  l'axe  transverse.  On  peut  alors 
reproduire  complètement  la  démonstration  précédente;  car 
l'hyperbole  jouit,  comme  l'ellipse,  de  la  propriété  d'être 
partout  également  inclinée  sur  ses  deux  rayons  vecteurs. 

22.  Parabole.  —  On  peut  de  même  se  servir  de  deux 
paraboles  égales  (Pl.  1,fig*  10),  dont  l'une  est  assujettie 
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à  tourner  autour  de  son  foyer  F,  et  l'autre  à  prendre  une 
translation  rectiligne  perpendiculaire  à  son  axe  F\  A',,  le 
foyer  de  la  première  étant  placé  sur  la  directricede  cette 
dernière. 

On  sait,  en  effet,  que  dans  la  parabole  les  distances  de 
chaque  point  au  foyer  et  à  la  directrice  sont  égales, 

ce  qui  montre  que  les  deux  points  réunis  en  XI  sont  homo- 
logues sur  les  deux  courbes.  Donc  les  angles  FUT  et  FJ  HT 
sont  égaux;  mais,  d'après  une  autre  propriété  de  la  para- 
bole, la  tangente  est  également  inclinée  sur  le  rayon  vec- 
teur et  sur  l'axe.  On  a  donc 

F'      =  T'ftK, 

et,  par  suite,  les  angles  FflT  et  T'ftK  sont  susceptibles 
d'être  opposés  par  le  sommet,  de  manière  que  les  courbes 
restent  tangentes  après  que  des  arcs  égaux  Aïl  et  A\  il  ont 
passé  par  roulement. 

§  m 

PROFILS  DÉRIVÉS. 

23.  Principe  général.  —  Concevons  qu'on  ait  trouvé 
une  paire  de  courbes  roulantes  quelconques.  Menons  dans 
l'une  d'elles  une  série  de  rayons  vecteurs  i u tin i meut  voisins 
et  marquons  dans  la  seconde  les  rayons  correspondants*, 
puis,  cpncevons  que  Ton  rapproche  tous  ces  rayons  les  uns 
des  autres  en  réduisant  tous  leurs  angles  dans  un  rapport 
fixe  quelconque.  Les  courbes  ainsi  obtenues  fourniront 
encore  une  solution  de  la  question. 

En  effet  il  sera  possible,  comme  dans  le  premier  tracé, 
de  placer  bout  à  bout  les  rayons  correspondants,  car  ils 
n'ont  pas  changé  de  longueur.  De  plus,  si  l'on  fait  coïn- 
cider successivement  les  directions  de  ces  rayons,  ce  sera 
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à  l'aide  de  rotations  dont  les  rapports  seront  les  mêmes  que 
pour  les  courbes  proposées,  car  les  angles  de  ces  dernières 
ont  été  réduils  proportionnellement.  Ce  rapport  sera  donc 
l'inverse  de  relui  des  rayons  des  anciennes  courbes,  puis- 
qu'elles roulent  (3),  et  par  suite  des  nouvelles,  puisque 
ces  rayons  sont  les  mêmes.  Il  y  a  par  suite  encore  roule- 
ment entre  les  profils  dérives  ('). 

(*)  Je  vais  montrer  que  ce  procédé  de  transformation  n'est  qu'un  cas 
particulier  d'un  autre  plus  étendu,  et  qui  est  en  môme  temps  le  plus  géné- 
ral que  l'on  puisse  employer  pour  conserver  la  propriété  des  courbes  rou- 
lantes. Nous  nous  proposerons  pour  cela  le  problème  suivant  : 

Désignons  par  r,  9  et  r',  0'  les  coordonnées  de  chacun  des  deux  profil» 
proposés  et  par  r\,  0 r'  ,  û't  celles  des  courbes  dérivées.  De  quelle  manière 
devra-t-on  exprimer  r  et  $  en  r,  et  0t  pour  qu'en  transformant  par  les 
mêmes  formules  r',  0'  en  rj ,  &x  les  nouvelles  courbes  soient  encore  capables 
de  se  conduire  par  roulement? 

11  faut,  pour  le  roulement  des  deux  premières,  satisfaire  à  deux  condi- 
tions : 

.       >d$  r'dô' 

r  ±  r  '  = 


dr  dr'  ' 

dont  la  première  permet  de  disposer  deux  rayons  vecteurs  sur  la  ligne  des 
centres,  la  seconde  exprimant  qu'ils  font  le  même  angle  avec  les  deux 
courbes.  Nous  devons  donc  faire  en  sorte  que  ces  deux  équations  entraînent 
comme  conséquence  forcée 


r,±,;  =  c<.nsl., 

quels  que  soient  d'ailleurs  les  prolils  considérés,  c'est-à-dire  eu  laissant  r 
et  ù  ou  r,  et  0,  indépendants  l'un  de  l'autre,  ainsi  que  /  '  cl  0'  ou  /  '  et  (/  . 

i  i  r  II 

Il  est  clair  d'abord,  sans  connaître  encore  les  formules  de  transformation, 
que  r±zr'  dépendra  de  r,  et  /  [  ,  mais  la  première  condition  exige  que  cette 
somme  soit  une  fonction  de  r.rfcr'  ,  afin  que  toutes  les  deux  soient  en 
même  temps  variables  ou  constantes  : 

/  rhr'=F(r,:±r;). 

On  en  déduit 
et,  par  suite, 

dr       dr  ' 

—  consL  —  A. 

En  effet,  ces  deux  expression*  sont,  par  hypothèse,  formées  d'une  manière 
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21.  Je  placerai  ici  quelques  propriétés  générales  de  ces 
courbes  qui  ne  me  paraissent  pas  sans  intérêt. 

On  sait,  en  premier  lieu,  que  la  sous-normale  est  le  rap- 
port des  accroissements  infiniment  petits  du  rayon  vecteur 
et  de  l'azimut.  Pour  des  points  correspondants,  le  premier 
reste  le  même,  tandis  que  la  variation  d'azimut  est  réduite 
d'après  le  module  de  dérivation.  Il  s'ensuit  que  le  rapport 


identique,  l'une  en  r, ,  l'autre  en  r'  ;  elles  ne  sauraient  donc  être  égales  qu'a 
la  condition  d  être  indépendantes  de  l'un  et  de  l'autre  de  ces  deux  rayons. 
On  tire  de  là 

r  =  Ar,  -4-/(0,); 

car  le  ternie  arbitraire  introduit  par  l'intégration  peut,  jusqu'à  nouvel 
ordre,  dépendre  de  0,. 

Il  faut  encore  que  la  seconde  équation 

dr'      r'  dr 

M  £p  =  73ï 


entraîne  comme  conséquence  forcée 


Si  donc  on  élimine  entre  ces  deux  relations  le  rapport  -  /  j  qui  caractérise 

par  sa  seconde  courbe  le  système  considéré,  le  résultat  devra  être  une 
identité. 

Pour  faire  cette  élimination,  je  forme  les  différentielles  totales 

</r  =  A  <//,-+-/'  (0, 

A  %■«■/'(«,) 
dO      dO    dt\  do' 

d7t'  de,  **■  de, 


et,  par  suite, 


On  aura  de  même 


dr' 


dr'  d0,_   fj  d9t     "    j  '; 

^  ~  ££  ^1    ££1    d0* t>x  dr* 

dT7  df/ dtf       dT7  r.  J6~t~i~  d(/ 
Nous  devons  donc  avoir  identiquement,  en  substituant  ces  deux  valeurs 

4- 
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des  deux  sous-norniales  reste  constant  et  égal  à  n.  On  peut 
dire  également  que  le  rapport  des  deux  sous-langentes  reste 

constant  et  égal  à  -  ;  car  le  rayon  vecteur,  qui  ne  change 

pas  ici,  est  dans  toute  courbe  la  moyenne  géométrique  de 
la  sous-tangeuie  et  de  la  sous-normale.  On  pourra  donc 
d'après  cela,  et  lorsqu'on  connaîtra  la  tangente  de  la  courbe 


dons  l'équation  (i), 


ce  qui  nous  conduit  à  annuler  séparément  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances du  rapport  -^f  qui  caractérise  par  sa  première  combe  le  système 
considéré.  On  obtient  ainsi  les  trois  conditions  distinctes  : 

i  | 
(i)  /'(«'l)jf[Ar,+/(».)]«[Ar'1+/(»'1)]^/'(»,).  ' 

'  I 

Si  nous  divisons  membre  à  membre  le»  deux  relations  extrêmes,  il 
Tiendra 

d9  ** 

Znr—Tno\  1T'  — const  — IS» 


ewt-û-dire 

En  divisant  alors  (3)  et  (a),  on  troure 

A 1 B /' ( 5, )       ' ( * >  AB/' (*J  h-  1/' ( 0, ) , 
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proposée,  construire  très-simplement  celle  du  profil  dérivé 
et  faciliter  ainsi  son  tracé  par  points. 

En  second  lieu,  les  aires  élémentaires  du  profil  généra- 
teur et  du  profil  dérivé  peuvent  être  assimilées  à  des  sec* 

leurs  de  cercle  d'angles  dO  et  —  Or  des  secteurs  qui  ont 

fi 

des  rayons  égaux  sont  entre  eux  comme  leurs  angles,  et 

ou,  en  réduisant,  .  ^ 

(G)  (AB-t)^/'^)-/'^,)]»©.. 

Un  premier  moyen  de  solution  consisterait  à  disposer  des  constantes  en 
posant 

AB  —  i  =  o,    B  =  i« 
Nous  aurions  alors  à  intégTer  l'équation  différentielle  partielle  (5) 

ce  (jui  se  fera  en  posant 

dj^  dr,    ._  dO 

A  ~     /'(*.)"  o  ' 
=  const. ,    A  r,  ■+■  j  (  0,  )  =  const. , 

.  et  enûn 
c'est-à-dire 

0-f{r)i 

ce  qui  est  inadmissible,  puisque  6  et  r  doivent  rester  indépendants. 
Il  faut  donc  poser,  pour  satisfaire  ù  l'équation  (6), 

/'(».)  -H*.)  - 

 =   : —  =  const. , 

r  r 

ce  ipii  sera  encore  impossible,  à  moins  de  prendre 

-/'(*,)  =  <>,  /(*,)  =  const.  =  C, 

car /'(*,)  ne  renferme  pas  r,  et  ne  saurait  le  faire  disparaître  du  premier 
membre. 

Mais  alors  l'équation  (4)  disparaissant  d'elle-même,  les  doux  autres  se 
réduisent  à 

fji(Ar,-4-C)=  |r(Arî  -+-C}=  const.  =  D, 

de  /.    c\    d$'  /  c\ 

dT\K^7j^dTi  ^^-pj  =  const.=  E, 
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par  suite  la  première  surface  est  égale  à  n  fois  la  seconde. 
Le  rapport  des  aires  élémentaires,  étant  constant,  sera  en- 
core le  même  pour  les  surfaces  finies-,  et  par  suité  les  aires 
des  deux  courbes  comprises  entre  des  rayons  correspon- 


dr%  ~  Ar,-»-C'  dOt 

La  première  donne 

d*0 


U  faut  donc,  pour  que  la  seconde  soit  compatible  avec  elle,  prendre 

c'est-à-dire  simplement 

(7)  '  '  =  Ar, 

pour  la  valeur  de  r;  et,  quant  à  celle  de  0,  en  changeant  les  lettres  qui  repré- 
sentent les  arbitraires 

ê$     .F  dû 
drt-7t>    d6t~  ' 

et,  par  suite, 

(8)  6  =■  F  log r,  -r- C 6,  ■+•  H. 

Les  formules  (7)  et  (8)  font  connaître  la  transformation  la  plus  générale 
propre  à  conserver  la  propriété  des  courbes  roulantes.  Pour  en  déduire 
celle  que  nous  avons  considérée  en  particulier,  il  suffit  de  prendre 

A  =  i,    F=H  =  o, 

•n  laissant  G  arbitraire. 

On  peut  suivre  pour  les  courbes  sphériques  nnc  analyse  touto  semblable. 
En  partant  des  formules  de  la  page  33 

on  arrivera  par  des  calculs  identiques  aux  suivantes  : 

àO  D  dff  Esin?, 


d?t      «n(Afl  +  C)'    49,  aiu(APl+l,/ 
qu'on  ne  peut  rendre  compatibles  qu'en  prenant 

C  =  o,    A  =  1, 


(9)  F  =  f«, 
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dants  ont  jx>ur  rapport  invariable  le  module  de  conver- 
sion  (*). 

Ordinairement  ce  module  est  entier,  la  courbe  généra- 
trice est  fermée,  et,  pour  compléter  le  profil  dérivé,  on  le 

reproduit  dans  les  n  angles  égaux  à  ^  que  l'on  peut  former 

autour  d'un  point.  Dans  ces  conditions,  on  peut  dire  que 
le  profil  dérivé  a  la  môme  surface  que  la  courbe  génératrice, 
quel  que  soit  le  module.  Si  donc  1  économie  de  la  matière 
méritait  d'être  prise  en  considération  pour  des  pièces  d'aussi 


II! 

aat 

cet  égard  aucune  influence  et  qu'elle  change  la  forme  sai 
modifier  la  quantité  de  substance  employée. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  mome 
d'inertie  des  deux  courbes,  pris  par  rapport  à  l'-ax-e  de  ro- 
tation, et  pour  des  portions  comprises  entre  des  rayons 
correspondants,  ont  pour  rapport  constant  le  module  de 
conversion,  ou  encore  que  le  moment  d'fnertie  dn  pioii] 
complet  reste  le  même  dans  les  conditions  qui  viennent 


et  en  outre 

£1    _JL    —  ■  B  i  • 

d'où 

(10)  0  =  Dloc  tanc—  4-E04-t-F. 

• 

Les  formules  (9)  et  (10)  fournissent  la  transformation  la  plus  générale 
propre  à  conserver  la  propriété  des  courbes  roulantes  spbériques.  Elles 
semblent  renfermer  une  constante  arbitraire  de  moins  qoe  les  formules  rela- 
tives aux  courbes  planes  ;  mais  il  importe  de  se  souvenir  que  le  rayon  de  la 
sphère  reste  indéterminé,  ce  qui  permet  de  prendre  toutes  les  courbes  sem- 
blables entre  elles.  Or,  telle  était  précisément  l'influence  du  coefficient  A  qui 
a  disparu  dans  le  cas  actuel. 

(')  On  peut  dire  aussi  que, 'si  le  point  décrivant  parcourt  la  courbe  pro- 
posée suivant  la  loi  des  aires,  le  point  correspondant  décrit  la  courbe  déri- 
vée suivant  la  même  loi  avec  une  vitesse  aréolaire  n  fois  moindre.  Si  donc 
une  force  centrale  fait  parcourir  la  première  ligne,  ce  sera  encore  une  force 
centrale  qui  fera  décrire  la  courbe  dérivée  par  le  point  correspondant. 
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d'être  expliquées.  Comme  d'ailleurs,  pour  des  portions 
quelconques,  le  moment  d'inertie  et  la  surface  subissent  la 
même  réduction,  et  que  le  rayon  de  gyration  ne  dépend  que 
de  leur  rapport,  on  voit  aussi  que  ce  rayon  n'est  pas  altéré 
par  la  dérivation  pour  des  parties  correspondantes  quel- 
conques, et  en  particulier  pour  la  pièce  entière. 

25.  Profils  dérivés  des  sections  coniques.  —  Si  l'on 
applique  ce  principe  à  la  première  solution,  formée  de 
spirales  logarithmiques,  on  retrouve  d'autres  spirales  loga- 
rithmiques. Mais  on  obtient  des  exemples  nouveaux  en 
partant  des  sections  coniques. 

Prenons  pour  cela  dans  une  demi-ellipse  {Pl.  Itifig.  il) 
une  série  de  rayons  vecteurs  à  la  môme  distance  les  uns 
des  autres,  et  rapprochons-les  en  les  laissant  équidistants, 

de  manière  à  les  faire  tenir  dans  un  angle  ^»  qui  peut  rester 

quelconque  en  théorie,  mais  pour  lequel  il  conviendra,  dans 
l'application  ,  de  prendre  n  entier.  Puis  répétons  le  tracé 
ainsi  obtenu  dans  les  2n  angles  égaux  que  l'on  peut  former 
autour  d'un  point.  Nous  obtiendrons  par  là  une  courbe 
sinueuse  qui  présentera  n  saillies  et  n  rentrai! Is. 

Le  mécanisme  sera  formé  de  deux  courbes  égales  instal- 
lées autour  de  leurs  pôles,  avec  un  espacement  égal  au  grand 
axe  de  l'ellipse  génératrice.  Les  rapports  limites  et  l'irré- 
gularité conserveront  la  même  expression  que  pour  le  tracé 
elliptique  (20)  ;  mais  on  aura  dans  chaque  tour,  et  pour 
chaque  pièce,  n  maxima  et  n  minima  de  vitesses,  qui  se 
correspondront  inversement. 

Si  on  représente  par 

/(/-,*)  =  6 

l'équation  polaire  de  la  courbe  génératrice  rapportée  à  son 
centre  de  rotation  et  à  Taxe  choisi  pour  l'opération,  l'équa- 


Digitized  by 


GALETS   DE  TRANSMISSION  VARIABLE. 

tioa  de  la  courbe  dérivée  sera  évidemment 

/(r,  *0)  =  o. 

Si  l'on  considère  en  particulier  les  profils  dérivés  de 
l'ellipse,  ils  auront  d'après  cela  pour  équation 

r-  g 

r  —  — —  ■  • 

i  —  ccosnQ 

On  peut,  à  l'aide  de  cette  formule,  vérifler  pour  ces 
courbes  les  propriétés  suivantes,  dont  je  supprime,  pour 
abréger,  les  démonstrations  qui  sont  étrangères  à  notre 
sujet  : 

Elles  sont  les  transformées  par  développement  des  sec- 
tions planes  d'un  cône  de  révolution 

Elles  sont  encore  les  trajectoires  d'un  mobile  libre  solli- 
cité par  une  force  centrale  dont  l'intensité  est,  suivant  la 
loi  de  Clairaut,  la  somme  de  deux  termes  qui  varient  en 
raison  inverse  du  carré  et  du  cube  de  la  distance  (*)•, 

Elles  sont  enfin  les  directrices  propres  à  représenter  la 
loi  des  aires  dans  les  planétaires  (3). 

S  iv. 

MÉTHODE  D'EULER. 

26.  -Méthode  générale.  —  On  peut  formuler  une  mé- 
thode générale  pour  trouver  une  infinité  de  solutions  au 
problème  des  courbes  roulantes,  soit  planes,  soit  sphé- 
riques;  nous  chercherons  pour  cela  la  courbe  conjuguée 


(•)  Lmot,  Géométrie  descriptive,  i834,  p.  i3a. 

(•)  Haton  de  la  Goltillilre,  Thèses  de  Doctorat,  p.  17;  chcï  Ma  Ile  1- 
Bâchelier,  1857. 

(•)  Voyet  plu.  loin  (140). 
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d'une  première  ligne  donnée  arbitrairement  par  son  équa- 
tion en  coordonnées  polaires  : 

r=/(«). 

Si  nous  désignons  par  r\  ô'  les  coordonnées  de  la  seconde 
courbe,  nous  aurons,  d'après  les  formules  fondamen- 
tales (3), 

r±r'  =  A, 
±r'=A-r  =  A_/(e), 

avec 

Cette  dernière  devient,  en  multipliant  ses  deux  membres 
par  le  temps  dt , 

i/O'  =  -  </0  =  db  t/ô, 

Quant  à  la  constante  arbitraire,  elle  n'introduit  aucune 
généralité,  car  elle  correspond  seulement  au  déplacement 
de  Taxe  polaire.  Il  ne  reste  plus,  après  l'intégration,  qu'à 
éliminer  le  paramètre  0  entre  les  valeurs  de  r7  et  0'. 

S'il  s'agit  de  courbes  sphéi  iques,  on  se  donnera  la  pre- 
mière par  son  équation 

T=/(6) 

entre  la  colatitude  cp  et  la  longitude  0.  On  invoquera  ensuite 
les  équations  fondamentales  (3) 

?  +    =  «,    wsin?  ça  w'sin»', 

qui  conduiront,  par  une  marche  identique,  aux  deux  for- 
mules 

entre  lesquelles  il  restera  à  éliminer  le 
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27.  Exemple.  —  Il  serait  facile  de  retrouver  par  cette 
voie  les  solutions  qae  nous  avons  déjà  étudiées  -,  mais  il 
sera  préférable  d'utiliser  cette  méthode  pour  en  déduire 
une  nouvelle  combinaison.  Nous  chercherons  pour  cela 
une  paire  de  courbes  telles,  que,  le  mouvement  de  Tune 
étant  uniforme,  la  projection  de  la  rotation  de  la  seconde 
sur  la  ligne  des  centres  soit  elle-même  uniforme  ( 1  ). 

Cherchons  d'abord  l'équation  de  la  première  courbe 
qu'il  faut  employer  à  cet  effet.  Si  nous  désignons  pour  cela 
par  (ù  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  irréguliere  dont  la 
projection  doit  être  uniforme,  a>R  sera  la  vitesse  à  la  dis- 
tance R,  et  wR  sin0  sa  composante  suivant  la  direction  fixe 
pour  le  point  qui  en  est  écarté  de  l'angle  0. 

La  vitesse  angulaire  de  la  rotation  régulière  sera,  de  son 
côté, 


r  r 

w  — 


r'  A—  r 

Comme  d'ailleurs  ces  deux  mouvements  doivent  être  uni- 
formes, leurs  vitesses  sont  proportionnelles  aux  espaces 
correspondants  ^R  et  rc,  qui  sont  décrits  simultanément 
pour  un  demi-tour.  On  a  donc 


0» 


RwsinO         A  — r 
aR    ~~  « 

Telle  est  entre  r  et  ô  l'équation  de  la  courbe  de  rotation 
irrégulière.  Il  vient,  en  la  résolvant  par  rapport  à  r, 

7T  sir»  0 


r=  A. 


it  sinO  -f-  2 


(')  Ces  profils  peuvent  servir  à  mettre  en  rapport  une  manivelle  uni- 
forme et  une  tige  dont  on  veut  aussi  rendre  le  mouvement  uniforme.  On  les 
relierait,  à  cet  effet,  au  moyen  d'une  bielle,  dont  nous  négligerons  l'obli- 
quité, et  d'un  arbro  intermédiaire  aur  lequel  serait  installée  la  seconde 
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Adoptant  maintenant  cette  équation  comme  point  de 
départ,  il  reste  à  lui  appliquer  la  méthode  d'Euler.  Nous 
aurons  pour  cela,  en  invoquant  la  formule  générale, 

G'=  J ~^—fiQ  =  ^  j sin0c/G  =  ^(i-cosÔ). 

Nous  avons  vu  que  la  valeur  de  la  constaute  est  indiffé- 
rente. Je  la  détermine  dans  l'équation  précédente  de  ma- 
nière que  0  et  0'  s'annulent  ensemble.  De  cette  manière,  les 
deux  axes  polaires  se  trouvent  placés  dans  le  prolongement 
l'un  de  l'autre  pour  la  position  initiale. 
Nous  avons,  en  second  lieu , 

/'  =  A  —  r  =  A    i   )  =  — —  

\       7T  sin  6     2  /      7r  sin  0  +  2 

11  reste  alors  à  éliminer  0. 

Pour  y  arriver,  nous  tirerons  de  ces  deux  formules 

cosG  =  î  » 


siu  6 


ce  qui  donne,  en  ajoutant  les  carrés  et  supprimant  les 
accents, 

1-tH(H'=- 

Telle  est  l'équation  de  la  courbe  dont  la  rotation  est  uni- 
forme. 

Pour  la  mettre  sous  sa  forme  définitive,  résolvons-la  par 
rapport  à  r\  il  viendra 

A 


Nous  ne  devons  prendre  pour  le  radical  que 
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car  d';iprès  la  manière  dont  nous  avons  choisi,  dans  la  for- 
mule d'Euler,  le  double  signe,  le  contact  a  lieu  entre  les 
centres,  et  par  suite  rest  moindre  que  A.  On  voit,  du  reste, 
que  cette  valeur  sera  réelle  lorsque  6  variera  de  zéro  à  rc, 
cest-à-dire  pendant  un  demi-tour,  ce  qui  suffit  5  car,  pour 
le  reste  de  la  révolution,  le  mouvement  recliligne  doit  né- 
cessairement changer  de  sens,  ce  qui  conduit  à  compléter  le 
profil  en  reproduisant  symétriquement  le  même  tracé. 

Ce  mécanisme  est  représenté  sur  la  Jig.  12,  PL  1. 
La  courbe  de  rotation  irrégulière  est  formée  de  deux 
boucles,  et  la  ligne  de  rotation  uniforme  présente  deux 
rebrousse  ments. 

On  peut  encore  appliquer  a  cette  nouvelle  solution  le 
principe  général  de,  transformation  que  nous  avons  indi- 
qué ci-dessus  (23).  Nous  obtiendrons  par  là  une  série 
d'autres  combinaisons  représentées  par  les  formules 

rrsin/ïO 
r  =  à     .   , 

TTSin/ïÔH-2 
A 

r  =   -  ♦ 

mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  les  discuter  en  détail. 
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CHAPITRE  III. 

GLISSIÈRES. 


Si- 

GÉNÉRALITÉS. 

28.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  de  glis- 
sières les  organes  de  contact  immédiat  et  de  glissement 
simple  (XXV). 

Deux  corps  peuvent  se  toucher  par  un  point,  une  ligne 
ou  une  superûcie  finie.  11  ne  pouvait  être  question  de  ce 
dernier  mode  de  contact  pour  des  surfaces  roulantes,  car 
nous  avons  reconnu  qu'il  était  alors  impossible  que  tous  les 
points  de  contact  ne  fussent  pas  situés  sur  une  même  ligne 
droite.  On  peut,  au  contraire,  pour  les  glissières,  le  réaliser 
sous  des  conditions  bien  déterminées,  comme  nous  allons  le 
faire  voir.  Dès  lors,  les  raisons  qui  nous  faisaient  préférer 
le  contact  par  une  ligne  à  celui  qui  s'effectue  par  un 
point  (2)  assignent  la  préférence  définitive  au  contact  par 
une  étendue  finie. 

Cela  est  d'autant  plus  important  qu'on  se  trouverait  tou- 
jours ramené  par  la  force  des  choses  à  ce  mode  de  contact. 
En  effet,  le  glissement  simple  s'eflecluant  toujours  par  le 
môme  point  de  la  surface  glissante  (XXII),  l'usure  ne  lar- 
derait pas  à  former  en  cet  endroit  un  méplat,  véritable  sur- 
face finie.  Seulement  cette  facette,  fruit  du  hasard,  serait 
évidemment  placée  dans  de  mauvaises  conditions,  et  il  im- 
porte, au  contraire,  de  discuter  d'avance  la  nature  géomé- 
trique des  glissières. 

Cette  objection  perd  sa  valeur  pour  les  organes  dont  le 
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mouvement  est  mixte,  car  ce  glissement  se  combine  alors 
avec  un  roulement  qui  déplace  incessamment  le  point  de 
contact,  et  ne  permet  pas  la  formation  d'un  méplat  en  un 
endroit  déterminé.  Il  se  produit,  au  contraire,  une  usure 
générale  qui  conserve  la  continuité  du  contour  tout  en  le 
modifiant  légèrement. 

29.  Une  surface  quelconque  peut  toujours  servir  à  mouler 
deux  corps,  l'un  en  plein,  l'autre  en  creux,  de  manière 
qu'ils  s'emboîtent  parfaitement.  Mais  il  arrivera  ordinaire- 
ment que  ces  deux  corps  seront  dans  l'impossibilité  déjouer 
l'un  par  rapport  à  l'autre.  Il  faut,  pour  que  ce  mouvement 
soit  possible,  avoir  égard  à  des  conditions  très-précises  que 
je  vais  indiquer. 

Supposons  trouvées  deux  surfaces  S,  S' capables  de  glisser 
Tune  sùr  l'autre.  Considérons  un  point  M  de  S.  Comme 
cette  surface  est  en  glissement  simple,  M  restera  constam- 
ment au  eontactde  S',  et  y  tracera  une  certaine  ligne  L. 
Une  petite  étendue  de  S,  prise  autour  de  M,  pourra  donc 
s'adapter  exactement  sur  une  série  de  petites  calottes 
prises  de  même  autour  de  tous  les  points  de  L;  d'où  il  suit 
que  toutes  ces  calottes  sont  superposables  entre  elles.  Il  y  a 
donc  identité  de  la  surface  S  avec  elle-même  tout  le  long  de 
la  ligne  L,  et  par  suite  idejitité  de  cette  ligne  d'un  bout  à 
l'antre. 

Or,  la  Géométrie  ne  nous  présente  que  trois  lignes  qui 
soient  superposables  à  elles-mêmes  dans  toute  leur  étendue: 
la  droite,  le  cercle,  Y  hélice.  Comme  d'ailleurs  ces  lignes 
seront  tracées  par  chaque  point  de  S  sur  la  surface  S',  il 
s'ensuit  que  cette  dernière  est  sillonnée  par  une  série  de 
semblables  lignes,  et  qu'on  peut  la  considérer  comme  en- 
gendrée par  elles.  On  ne  pourra  donc  employer  comme 
glissières  que  des  surfaces  formées  par  des  droites,  des  cer- 
cles ou  des  hélices. 
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Nous  venons  d'ailleurs  de  reconnaître  que  ces  lignes 
doivent  être  les  trajectoires  des  différents  points  du  solide 
glissant,  leur  disposition  mutuelle  ne  peut  donc  être  laissée 
quelconque.  On  peut,  à  cet  égard,  employer  les  trois  types 
suivants  dans  lesquels  rentrent  toutes  les  pièces  de  machines 
animées  d'un  glissement  simple. 

Première  catégorie.  —  Glissières  cylindriques. 

Seconde  catégorie.  — Glissières  de  révolution . 

Troisième  catégorie. —  Glissières  hélicoïdales. 

30.  Glissières  cylindriques.  —  Une  première  catégorie 
dérive  de  la  ligne  droite.  Elle  est  formée  de  surfaces  cylin- 
driques à  base  quelconque,  polygonale,  curviligne  ou  mrx- 
tiligne. 

Les  deux  pièces  sont  animées,  comme  mouvement  relatif, 
d'une  translation  rectiligne  parallèle  aux  génératrices. 
Celles-ci  deviendront  en  effet,  par  là,  les  trajectoires  rela- 
tives, qui  seront  des  droites  glissant  suivant  elles-mêmes. 

On  réalise  ces  surfaces  dans  la  pratique  au  moyen  du 
rabot  mécanique. 

Glissières  de  révolution.  —  Une  deuxième  catégorie 
dérive  du  cercle.  Elle  est  formée  de  surfaces  de  révolution 
à  méridienne  quelconque,  polygonale,  curviligne  ou  mixli- 
lignc. 

Les  deux  pièces  sont  animées,  comme  mouvement  relatif, 
d'une  rotation  autour  de  leur  axe  de  figure.  Les  parallèles 
deviendront  en  effet,  par  là,  les  trajectoires  relatives,  qui 
seront  des  cercles  glissant  suivant  eux-mêmes. 

On  réalise  ces  surfaces  dans  la  pratique  au  moyen  du 
tour. 

Glissières  hélicoïdales. —  Une  troisième  catégorie  dé- 
rive de  l'hélice.  Elle  est  formée  de  surfaces  hélicoïdales  à 
profil  quelconque,  polygonal,  curviligne  ou  mixtiligne. 

Les  deux  pièces  sont  animées,  comme  mouvement  relatif, 
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d'un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  leur  axe  de  figure  et 
avec  leur  pas.  Les  hélices  de  la  surface  deviendront  en 
effet,  par  là,  les  trajectoires  relatives,  qui  seront  des  hélices 
glissant  suivant  elles-mêmes. 

On  réalise  ces  surfaces  dans  la  pratique  au  moyen  de  la 
machine  à  fileter. 

31.  Glissières  a  double  effet.  —  Il  n'est  pas  inutile 
de  remarquer  en  passant  un  petit  nombre  de  surfaces  qui, 
par  leur  mode  de  génération,  peuvent  être  considérées 
comme  des  glissières  à  plusieurs  points  de  vue  différents. 

En  premier  lieu  le  plan.  On  peut  l'envisager  comme  un 
cylindre  dont  la  direction  reste  indéterminée,  pourvu 
qu'elle  soit  parallèle  au  plan  lui-même.  Un  plan  pourra 
donc  glisser  sur  un  autre  dans  tous  les  sens.  C'est  pour  cette 
raison  que  nous  avons  eu  lieu  de  considérer  une  théorie  du 
mouvement  plan  (VIII).  Cette  propriété  du  plan  est  uti- 
lisée pour  le  polissage  des  glaces,  le  frottage  des  parquets, 
la  porphyrisation  des  matières  soumises  à  l'analyse  chi- 
mique, etc. 

En  second  lieu  la  sphère.  Elle  peut  être  considérée 
comme  une  surface  de  révolution  dont  Taxe  reste  indéter- 
miné, pourvu  qu'il  passe  par  le  centre.  Une  sphère  pourra 
donc  glisser  dans  une  autre  dans  tous  les  sens.  C'est  pour 
cette  raison  que  nous  avons  eu  également  à  considérer  une 
théorie  du  mouvement  sphérique  (X).  Cette  propriété  de 
la  sphère  est  utilisée  dans  la  construction  des  genoux  ou 
joints  à  la  Cugnot,  qui  servent  pour  la  suspension  d'appa- 
reils de  topographie,  pour  les  articulations  des  mannequins 
d'atelier,  etc. 

En  troisième  lieu  le  cylindre  de  révolution.  Il  peut  être 
considéré,  soit  comme  un  cylindre,  soit  comme  une  surface 
de  révolution.  Un  cylindre  de  révolution  pourra  donc 
glisser  dans  un  autre  en  exécutant  des  rotations  autour  de 
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l'axe»  et  des  translations  parallèles  à  cet  axe  indépendantes 
I  es  unes  des  autres.  Pour  cette  raison,  nous  aurions  pu  con- 
sidérer une  théorie  du  mouvement  cylindrique,  mais  elle 
aurait  formé  un  cas  particulier  du  mouvement  hélicoï- 
dal (XIII)  saus  rien  offrir  de  particulier  qui  lui  méritât 
d'être  formulée  à  part.  Cette  propriété  du  cylindre  de  révo- 
lution est  utilisée  dans  les  bouchons  de  bouteille,  dans  les 
œillets  au  travers  desquels  on  (ait passer,  pour  les  guider, 
les  tiges  de  sondage  animées  de  rotation  et  de  translation 
indépendantes,  etc. 

32.  Il  se  présentera,  dans  la  composition  des  machines, 
deux  cas  distincts  pour  l'emploi  des  glissières,  comme,  du 
reste,  ponr  celui  de  toutes  espèces  d'organes  :  ou  bien  le 
mouvement  absolu  de  l'une  des  pièces  sera  le  mouvement 
relatif  nécessaire  à  la  constitution  de  l'organe,  et  que  nous 
avons  spécifié  pour  chaque  catégorie;  dès  lors  la  seconde 
se  trouvera  au  repos  (XXI)  et  on  aura  une  glissière- 
guide;  ou  bien  le  mouvement  absolu  de  l'une  des  pièces 
sera  différent  du  mouvement  relatif  en  question;  il  sera 
dès  lors  impossible  que  la  seconde  reste  au  repos  :  elle 
prendra  donc  nécessairement  un  certain  mouvement  ab- 
solu, et  on  aura  une  glissière-transmission .  Cette  distinc- 
tion s'observe  très-nettement  dans  les  exemples  suivants. 

EXEMPLES. 

33.  GlISSIÈBES    CYLINDRIQUES.  —  (jLISSIÈRES-GTIDE.   

Glissière  de  locomotives. — Une  pièce  rectangulaire,  appe- 
lée coquille,  est  prise  entre  deux  longriues  et  munie  de 
rebords  pour  empêcher  le  mouvement  transversal  (PL  V, 
Jig.  79).  Elle  sert  à  guider  en  ligne  droite  la  tige  d'un 
piston. 
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34.  Boite  à  étoupes.  —  Cet  organe,  appelé  aussi  stttffing- 
box  (PL  F,  fig.  80),  permet  un  passage  étanche  de  la  lige 
d'un  piston  à  travers  le  fond  d'un  cylindre  qui  renferme 
un  fluide,  différant  de  l'atmosphère  soit  par  sa  nature,  soit 
par  son  degré  de  condensation  ou  de  raréfaction. 

On  pratique  pour  cela  un  oriGce  un  peu  plus  grand  que 
la  section  de  la  tige,  pour  permettre  la  dilatation  et  les  jeux 
accidentels.  La  fermeture  est  maintenue  par  de  l'étoupe 
imprégnée  d'huile,  corps  compressible  et  élastique. 

35.  Glissières-transmission.  —  Presse  de  relieur.  — 
On  serre  par  l'effet  de  coups  violents  appliqués  sur  la  tète 
d'un  coin,  et  on  dépresse  par  un  léger  coup  sur  la  têle  du 
contre-coin  (Pl.  F,  Jîg.  81). 

36.  Glissières  de  révolution.  —  Glissierbs-ouide.  — 
Palier.  —  Le  palier  sert  d'appui  aux  arbres  horizontaux 
(Pl.  F,  fig.  82).  A  cet  effet,  le  tourillon  qui  fait  partie  de 
l'arbre  est  pris  entre  deux  coussinets  qui  ont  un  rayon  de 
courbure  légèrement  supérieur,  pour  éviter  que  le  touril- 
lon ne  soit  pincé  par  la  dilatation.  On  donne  également  à 
leur  contour  un  peu  moius  que  la  demi-circonférence,  pour 
qu'ils  ne  portent  pas  l'un  sur  l'autre  et  qu'on  puisse  serrer 
à  volonté  le  tourillon  à  l'aide  des  boulons.  Les  coussinets 
sont  munis  de  rebords  pour  empêcher  la  translation  paral- 
lèle à  l'axe.  Ils  sont  pris  entre  le  chapeau  et  la  semelle  du 
palier.  Celle-ci  enfin  est  boulonnée,  soit  sur  le  sol,  soit  sur 
une  console  fixée  à  un  mur  ou  à  un  plafond. 

■ 

37.  Crapaitdîne.  —  La  crapaudine  sert  d'appui  au 
point  inférieur  d'un  arbre  vertical  (PL  F,  fig.  83). 
A  cet  effet  le  pivot  qui  termine  l'arbre  porte  sur  une  pièce 
à  laquelle  on  donne,  pour  des  raisons  qui  tiennent  au  frot- 
tement (365),  une  forme  convexe,  dite  en  goutte  de  suif. 
Cette  pièce  n'est  pas  à  demeure,  on  la  remplace  quand  elle 
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est  usée.  Elle  est  renfermée  dans  une  boîte  que  l'on  in- 
stalle avec  précision  dans  Taxe  de  l'arbre  et  à  la  hauteur 
convenable,  au  moyen  de  quatre  vis  calantes  horizontales 
et  d'une  cinquième  verticale. 

38.  Cheville-ouvrière.  —  Elle  sert  de  pivot  à  l'avant- 
train  d'une  voiture  pour  jouer  par  rapport  à  l'arrière- 
train.  Elle  se  réduit  simplement  à  deux  couronnes  circu- 
laires qui  glissent  l'une  sur  l'autre  (365). 

39.  Collier  à  étoupes.  —  Le  collier  à  éloupes  sert  de 
guide  aux  points  intermédiaires  des  arbres  verticaux.  Ou 
les  installe  à  la  traversée  des  planchers.  Us  présentent  la 
même  disposition  que  la  boite  à  étoupes  [PL  f  itfig.  8o). 
On  voit  ainsi  ce  dispositif  figurer  à  la  fois  comme  glissière 
rectiligne  ou  circulaire,  d'après  la  propriété  que  nous  avons 
reconnue  au  cylindre  de  révolution  (31). 

40.  Glissières-transmission.  —  Articulation.  —  L'ar- 
ticulation ou  tète-de-bielle  réunit  par  leur  extrémité  deux 
pièces  qui  doivent  fonctionner  comme  les  côtés  d'un  angle 
d'ouverture  variable  dont  elle  marque  le  sommet  [PL  V, 
Jig.  84).  A  cet  effet,  l'une  de  ces  pièces  porte  un  tourillon 
et  l'autre  tout  le  reste  du  mécanisme:  en  premier  lieu,  deux 
coussinets  disposés  comme  dans  le  palier.  Us  sont  pris  dans 
une  pince  et  celle-ci  maintenue  et  pressée  contre  le  corps 
de  la  pièce  par  une  clef  et  sa  contre-clef.  On  appelle  ainsi 
deux  trapèzes  dont  les  angles  sont  égaux  et  alternes-in- 
ternes, et  par  suite  les  bords  parallèles.  Ce  parallélisme 
détermine  un  serrage  dans  le  sens  même  des  pièces,  tandis 
que  l'emploi  d'un  seul  trapèze  développerait  une  poussée 
oblique  a  l'une  d'elles.  Quant  au  serrage  lui-même,  il  pro- 
vient de  ce  que  la  fente  de  la  pince  est  un  peu  trop  grande 
du  côté  du  tourillon,  tandis  que  celle  de  la  pièce  laisse  de 
même  un  jeu  du  côté  opposé,  de  sorte  que  ces  deux  solides 
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éprouvent  de  la  part  des  clefs  une  tendance  à  venir  l'un 
au-devant  de  l'autre. 

«41 .  Excentrique  circulaire  à  collier,  —  On  y  distingue 
le  noyau  d'excentrique  qui  est  un  cylindre  assujetti  à  tour- 
ner autour  d'une  ligne  autre  que  son  axe  de  figure,  d'où 
vient  le  nom  d'excentrique,  et  la  bague  ou  collier  qui 
l'environne  (PI.  V,fig.  85).  Celte  dernière  pièce  se  pro- 
longe par  un  appendice  appelé  bielle  d'excentrique,  et  sur 
le  rôle  duquel  nous  reviendrons  plus  tard  (160). 

42.  Glissières  hélicoïdales.  —  Glissières-guide.  — 
Écrou.  —  On  appelle  écrou  un  solide  qui  présente  en  creux 
la  forme  d'une  vis  pleine  mobile  à  son  intérieur  et  dont  il 
assure  le  mouvement  hélicoïdal.  On  en  rencontre  dans  la 
presse  à  vis,  dans  la  machine  à  fileter  et  dans  une  foule 
d'autres  circonstances. 

43.  Double  vis  des  freins.  —  Les  vis  dont  le  pas  est 
notable  sont  dites  rapides,  parce  qu'un  moindre  nombre 
de  tours  les  fait  avancer  d'une  quantité  donnée.  Les  vis 
dont  le  pas  est  faible  sont  dites  puissantes,  en  ce  qu'une 
moindre  force  appliquée  à  la  circonférence  surmonte  une 
résistance  donnée.  Les  vis  des  freins  de  chemins  de  fer  de- 
vraient réunir  ces  deux  avantages,  car  il  faut  amener  rapi- 
dement le  frein  au  contact  quand  un  danger  se  présente, 
et  lutter  énergiquement  contre  la  vitesse  du  train.  On  a 
proposé  pour  cela  l'artifice  suivant. 

Une  vis  rapide  A  joue  à  frottement  doux  dans  un  écrou  B. 
Gelni-ei  est  fileté  en  vis  lente  à  l'extérieur  et  joue  à  frotte- 
ment dur  dans  un  écrou  fixe  C.  Si  on  tourne  à  vide,  la  plus 
faible  des'deux  résistances  est  vaincue  la  première;  la  vis  a 
frottement  doux  A  joue  donc  dans  la  pièce  B,  et,  comme  elle 
est  rapide,  on  ne  perd  pas  de  temps  pour  l'approche.  Une 
fois  au  contact,  on  éprouve  une  résistance  que  la  vis  rapide 
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ne  permet  plus  de  vaincre  avec  la  puissance  qui  a  été  mise 
en  jeu  jusque-là.  Elle  n'avance  donc  plus.  En  augmen- 
tant alors  l'effort,  on  atteint  la  limite  du  frottement  dur, 
et  la  pénétration  très-faible  que  permet  l'élasticité  des  sub- 
stances mises  en  presse  se  fait  par  l'intermédiaire  de  la 
vis  B  jouant  à  l'intérieur  de  l'écrou  C,  c'est-à-dire  avec 
une  grande  énergie. 

44.  Glissières-transmission.  —  Foret  à  vis.  —  L'ou- 
vrier appuie  la  tète  de  l'outil  sur  sa  poitrine  et  la  pointe 
ou  mèche  sur  la  pièce  à  percer  (Pl.VIjJig.S6).  Il  imprime 
avec  la  main  une  translation  à  l'écrou,  et  comme  le  mouve- 
ment relatif  des  deux  pièces  ne  peut  être  qu'hélicoïdal,  le 
corps  de  l'outil  prend  une  rotation  très-rapide. 

45.  Vis  différentielle  fie  Prony.  —  Un  noyau  porte  à  la 
fois  deux  vis  de  môme  sens  et  de  pas  très-peu  différents 
(Pl.  VI,  fig-Sy).  L'écrou  de  l'une  est  fixe  et  l'autre  mobile. 
Pour  un  tour  la  vis  se  meut  dans  l'espace  du  pas  de  l'écrou 
fixe.  Elle  s'avance  d'ailleurs,  relativement  à  l'écrou  mobile 
et  du  même  côté,  du  propre  pas  de  ce  dernier,  ce  qui  veut 
dire  que  celui-ci  rétrograde  par  rapport  à  la  vis  d'une  quan- 
tité égale  à  son  pas.  Il  s'est  donc  déplacé  dans  l'espace  de  la 
différence  des  deux  pas,  c'est-à-dire  d'une  très-faible  quan- 
tité. Tel  est  le  but  de  tous  les  appareils  qu'on  appelle  dif- 
férentiels et  dont  nous  rencontrerons  encore  d'autres 
exemples. 

Le  tendeur  d'attelage  des  wagons  présente  la  même  dis- 
position (PL  VI,  fig.  88),  avec  cette  différence  que  les 
deux  vis  sont  eu  seus  contraires  et  que  les  écrous  se  rappro- 
chent pour  un  tour  de  la  somme  des  deux  pas. 
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CHAPITRE  IV. 

EXCENTRIQUES  A  RAINURE. 


SI- 
RAINURES  RECTIL1GNES. 

46.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  d  CXCen  — 
triques  les  organes  de  contact  immédiat  et  de  glissement 
mixte;  ceux,  du  moins,  dans  lesquels  le  frottement  joue  un 
rôle  assez  faible  pour  qu'on  poisse  ne  pas  s'en  préoccuper 
et  employer  dans  une  étendue  notable  les  contours  fournis 
par  la  théorie  (XXV). 

Nous  diviserons  l'étude  des  excentriques  en  trois  sec- 
tions : 

Première  catégobie.  —  Excentriques  à  rainure. 

Deuxième  catégorie.  —  Excentriques  à  cadre  perpen- 
diculaire. 

Troisième  catégorib.  —  Excentriques  à  cadre  circon- 
scrit. 

Ces  appareils,  assez  dissemblables  pour  leur  aspect  exté- 
rieur, remplissent  des  rôles  équivalents  et  ne  sont  séparés 
que  par  des  nuances  qui  ne  doivent  pas  nous  empêcher 
d'en  composer  une  même  classe. 

Excentriques  a  eainure.  —  Les  excentriques  à  rainure 
sont  des  appareils  dont  l'une  des  pièces  porte  un  point  en 
saillie  ou  bouton,  et  l'autre  une  courbe  en  creux  ou  rainure. 
Le  bouton  est  engagé  dans  la  rainure  sans  pouvoir  la  quit- 
ter. Il  ne  peut  donc  que  la  parcourir  d'un  bout  à  l'autre. 
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On  voit  par  là  que  la  trajectoire  relative  du  boulon  n'est 
autre  que  la  rainure.  Elle  devient  la  trajectoire  absolue 
dans  le  cas  particulier  où  la  pièce  à  rainure  fonctionne 
comme  guide. 

Comme  la  ligne  la  plus  simple  est  la  ligne  droite,  nous 
établirons  un  premier  genre  pour  les  rainures  rectilignes. 

-47.  Raim  ues  rectilignes.  —  Renvoi  de  translation. 
Dans  cet  organe  (Pl.  FI9Jig.  89)  les  deux  pièces  sont  des 
liges  animées  de  translations  dans  leur  propre  sens.  La 
transmission  est  uniforme.  En  effet,  les  portions  parcourues 
par  les  tiges  sont  toujours  interceptées  par  des  positions 
parallèles  de  la  rainure.  Elles  sont  par  suite  dans  le  rapport 
inverse  des  sinus  des  angles  que  chacune  d'elles  fait  avec 
la  rainure;  et  ces  angles  sont  constants. 

i8.  Renvoi  de  rotation.  —  Dans  le  rabot  Withworih 
(Pl.  frI,  fi  g.  90),  les  deux  pièces  sont  animées  de  rotations 
dont  Tuiie,  celle  de  la  roue,  est  continue  et  uniforme,  et 
l'autre  celle  de  la  rainure,  alternative  et  irrégulière. 

On  voit  d'abord  que  l'oscillation  dans  un  sens  et  celle 
du  sens  opposé  correspondront  aux  deux  arcs  embrasses  par 
les  tangentes  issues  du  centre  de  rotation  de  la  rainure,  et 
s'effectueront  par  suite  dans  des  temps  inégaux.  Cette  irré- 
gularité rend  l'emploi  de  ce  renvoi  avantageux  dans  le  rabot 
à  simple  effet. 

Les  limites  du  rapport  des  vitesses  angulaires  correspon- 
dront évidemment  aux  instants  où  la  rainure  se  trouve 
disposée  suivant  la  ligne  des  centres.  Dans  un  intervalle 
infiniment  petit,  le  boulon  parcourt  un  élément  perpen- 
diculaire à  celle  ligne,  qui  peut  être  considéré  comme  un 
arc  de  cercle  décrit  indifféremment  autour  de  chacun  des 
centres  avec  les  rayons  r  et  A  :±  r,  si  r  désigne  le  rayon  de 
la  rotation  du  bouton  et  A  la  distance  des  centres.  Les  li- 
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miles  du  rapporl  des  vitesses  seront  donc 

r  r 
A  +  r'     A —  r 

le  rapport  du  minimum  au  maximum 

A  —  r 


et  la  différence  qui  le  sépare  de  l'unité,  c'est-à-dire  l'irré- 
gularité de  la  transmission, 

ir 

 • 

49.  Réglette  de  Nicomède.  — Niconiède,  géomètre  de 
l'antiquité,  avait  été  conduit,  pour  résoudre  le  problème 
de  la  trisection  de  l'angle,  à  la  considération  de  la  courbe 
appelée  conchoïde,  qui  s'engendre  en  portant  à  partir  d'une 
droite  et  sur  tous  les  rayons  menés  par  un  point  une  lon- 
gueur constante.  Il  avait  imaginé  en  même  temps  pour  la 
tracer  une  règle  à  rainure  rectiligne  figurant  le  rayon  vec- 
teur et  qu'on  faisait  tourner  autour  du  point  fixe  (PL  Vl> 
Jig.  91),  tandis  qu'une  réglette  engagée  dans  la  rainure 
décrivait  par  une  de  ses  extrémités  la  droite  et  par  l'autre 
la  conchoïdc. 

■ 

Une  combinaison  analogue  se  trouve  aujourd'hui  réalisée 
sur  une  grande  échelle  dans  la  machine  oscillante  de  Cave 
(Pl.  Vl,fig.  92).  Le  cylindre  et  la  cage  qui  le  surmonte 
forment  la  rainure,  le  piston  et  sa  tige  jouent  le  rôle  de  la 
réglette  et  décrivent  dans  l'espace  des  conchoïdes  de  cercle. 

Ce  mécanisme  peut  servir  également  à  la  reproduction  à 
un  grand  nombre  d'exemplaires  d'une  ligne  quelconque 
par  le  moyen  d'une  de  ses  couchoïdcs.  On  peut,  pour  cela, 
tracer  la  conchoïde  qui  sert  de  guide,  à  l'aide  de  l'appareil 
lui-même,  en  transposant  pour  une  seule  fois  la  pointe  sèche 
et  la  pointe  traçante. 

On  peut  encore  la  construire  par  points  d'après  la  défi- 
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nition,  et  tracer  pour  chacun  d'eux  sa  tangente.  La  réglette 
est,  en  eflet,  une  Ggure  plane  dont  le  mouvement  élémen- 
taire admet  un  centre  instantané  déterminé  par  l'intersec- 
tion de  deux  normales  simultanées  (V1U).  L'une  d'elles  aera 
la  normale  MU  de  la  courbe  proposée  (PL  I,  fig.  i4),  car 
le  point  M  est  assujetti  à  la  suivre.  Quant  à  l'autre,  ce  sera 
la  perpendiculaire  OIÎ  élevée  par  le  point  fixe  sur  le  rayon 
vecteur.  En  eflet,  le  point  de  la  règle  qui  se  trouve  actuel- 
lement en  O  se  déplace  pour  un  mouvement  élémentaire 
suivant  ce  rayon,  car  s'il  s'en  écartait  ce  serait  d'une  quan- 
tité que  l'on  peut  assimiler  à  un  arc  de  cercle  de  rayon  et 
d'angle  infiniment  petits.  Ce  déplacement  serait  donc  du 
second  ordre  ou  négligeable.  Le  centre  instantané  étant 
en  ft,  XÎN  sera  la  normale  de  la  conchoïde  décrite  par  le 
point  JN  . 

On  voit,  d'après  cela,  que  toutes  les  normales  des  con- 
choïdes décrites  par  les  différents  points  du  rayon  vecteur 
passent  par  un  même  point  situé  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  pôle  sur  le  rayon  vecteur.  En  d'autres  termes» 
toutes  les  conchoïdes  d'une  même  courbe  ont  en  coordon- 
nées polaires  la  même  sous-normale. 

50.  Réglette  ds  La  Condamine.  —  Si  on  ne  trouve  pas 
parmi  toutes  le6  conchoïdes  une  ligne  convenable  pour  fonc- 
tionnercommeguideeij  raison  des  sinuosités,  des  nœuds,  etc. , 
qu'elles  présentent,  on  peut  encore  se  servir  pour  tracer  la 
courbe,  non  plus  d'un  point  du  rayon  vecteur,  mais  d'un 
point  extérieur  qui  lui  soit  lié  invariablement  (Pl.  VI, 
Jig.  93).  La  rainure-guide  n'est  plus  alors  la  conchoïde  de  la 
courbe  à  reproduire,  elle  en  est  la  rosette,  suivant  te  terme 
consacré  dans  les  arts.  On  peut  encore  la  tracer  mécanique- 
ment à  l'aide  de  l'instrument  lai-même,  en  plaçant  inver- 
sement la  pointe  traçante  à  l'extrémité  delà  potence  et  la 
pointe  sèche  sur  la  courbe  à  reproduire. 
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On  peut  aussi  la  construire  par  points  (Pi.  I>fîg.  i'5). 
Pour  cela,  on  mènera  par  Je  point  O  un  rayon  vecteur 
quelconque  OA,  une  droite  AB  sous  l'inclinaison  et  avec  la 
longueur  de  la  potence,  une  parallèle  BC  à  OA  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  proposée  x  y,  une  parallèle  CD  à 
AB  jusqu'à  son  intersection  D  avec  OA,  enfin  une  lon- 
gueur DE  égale  à  la  réglette.  On  obtient  par  là  un  point  E 
qui  appartient  à  la  rosette,  car  il  est  évident  que  EDC  offre 
la  ligure  de  la  potence,  et  que,  d'un  autre  côté,  la  réglette 
passe  par  le  point  O  en  s'appuyant  sur  la  courbe  proposée 
enC. 

On  peut  encore  obtenir  la  tangente  de  cette  rosette.  En 
effet,  le  centre  instantané  se  trouve,  d'après  ce  que  nous 
•  avons  dit,  en  fî,  à  l'intersection  de  la  normale  CH  à  la 
courbe  proposée  que  décrit  le  point  C  et  de  la  perpendicu- 
laire Oiî  au  rayon  vecteur.  On  aura  donc  la  normale  à  la 
rosette  pour  le  point  E  en  le  joignant  à  H. 

«jii. 

PLATEAU  OD  CONE  A  RAINURE. 

54.  Les  excentriques  à  rainure  courbe  servent  ordinai- 
rement à  relier  un  corps  tournant  à  un  autre  corps  en  trans- 
lation que  nous  appellerons  la  tige.  H  peut,  dès  lors,  se 
présenter  trois  cas,  suivant  que  l'axe  est  perpendiculaire, 
oblique  ou  parallèle  à  la  lige.  On  dispose  alors  sur  le 
corps  tournant  un  plateau,  un  cône  ou  un  cylindre. 

Le  premier  cas  se  subdivise  en  deux  autres,  car  on  peut 
mettre  la  rainure  sur  le  plateau  ou  sur  la  tige.  Quant  à  la 
théorie  des  rainures  coniques,  on  la  fera  rentrer  dans  la 
précédente  en  supposant  que  l'on  enroule  sur  le  cône  la 
courbe  plane  tracée  sur  le  plateau. 
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Nous  formerons,  d'après  cela,  trois  nouveaux  genres  : 
Second  genre.  —  Plateau  ou  cône  à  rainure  (PL  VI, 

fie-  94  c*  95)- 

Troisième  genre.  —  Tige  à  rainure  (Pl.  Vl,fif>.  96). 

Quatrième  genre.  —  Cylindre  à  rainure  (Pl.  VIy 

fig-  97)- 

52.  Plateau  ou  cone  a  rainure.  —  Nous  pouvons  tou- 
jours supposer  la  rotation  uniforme,  car  il  suflil  de  con- 
sidérer la  variation  du  rapport  des  vitesses  : 

9  =  ut. 

La  loi  de  la  translation 

*=/(<) 

sera  déterminée  par  la  variation  de  la  distance  du  bouton 
au  centre  du  plateau  ou  au  sommet  du  cône,  c'est-à-dire 
par  celle  du  rayon  vecteur  de  la  courbe  plane  ou  de  sa 
transformée  par  développement.  Nous  ferons  donc 

h  =  r, 

et  l'équation  de  la  ramure  deviendra 

53.  Exemple  I.  —  Repos.  —  Si  on  veut  réaliser  des  in- 
tervalles de  repos,  on  devra  poser 

h  =  const. , 

d'où 

r  =  const. 

La  rainure  est  donc  un  arc  de  cercle  concentrique  au  pla- 
teau ou  un  parallèle  du  cône. 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Les  équa- 
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lions  seront 

h  =  vt,    r=  -  9. 

La  rainure  est  donc  une  spirale  d'Archimède  (!). 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  — Nous  dé- 
signerons, pour  abréger,  sous  ce  nom  un  mouvement  très- 
doux  et  fréquemment  employé  qui  est  représenté  par  l'é- 
quation 

h  =  Rsiooj/, 

d'où  nous  déduisons 

r  =  Rsin0. 

La  rainure  est  donc  un  cercle  qui  passe  par  le  centre  de 
rotation. 

S  ni. 

X 

TIGE  A  RAINURE. 
54.  Nous  supposons  toujours  la  rotation  uniforme 

- 

G  =  <at 

et  nous  admettrons  que  la  rainure  passe  par  le  point  A 
(PL  J,  fîg.  16),  ce  qui  ne  particularise  en  rien,  car  on 
peut  la  supposer  élevée  ou  abaissée  à  volonté  le  long  de  la 
tige.  Dans  ces  conditions,  quand  le  bouton  qui  décrit  un 
cercle  se  trouve  en  N,  si  l'on  veut  que  la  tige  se  soit  abais- 
sée d'une  longueur 

A  =/('). 

il  faut  porter  celle-ci  en  NM  pour  obtenir  le  point  corres- 


(')  On  a  aussi  employé  la  spirale  pour  foire  mouvoir,  non  plus  une  tige, 
mais  une  roue  dont  les  dents  Rengagent  successivement  dans  les  spires  de 
cette  rainure.  Le  pas  de  la  roue  est  alors  égal  au  pas  constant  de  la  spirale, 
et  un  tour  entier  du  plateau  ne  Tait  passer  qu'une  dent  de  la  roue. 
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pondant  M  de  la  rainure  dans  la  position  initiale.  L'ordon- 
née sera  donc 

X  =  h  -f-  \/R'  —  x'; 

quant  à  l'abscisse,  elle  a  pour  valeur 

x  =  RsinO. 

En  éliminant  h,  t  et  0,  nous  obtiendrons  l'équation  de  cette 
rainure, 

X  =  y'R3-^  4-/^  arc  sin  . 

Dans  cette  formule  les  fonctions  sont  bien  déterminées; 
le  radical  est  positif  et  l'arc-sinus  est  pris  dans  le  premier 
quadrant  du  cercle  trigonométrique.  Au  delà  du  point  B  ces 
restrictions  seraient  remplacées  par  d'autres,  mais  la  partie 
ainsi  obtenue  suffit,  car  on  la  reproduit  toujours  dans  les 
quatre  angles  pour  la  symétrie  des  deux  parties  du  mouve- 
ment direct  et  du  retour. 

55.  Exemple  I.  —  Repos.  —  En  posant 

A  =  o, 

il  vient 

r  =  y/RJ— x'. 

La  rainure  est  donc  un  arc  du  cercle  lui-môme. 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Nous  choi- 
sirons pour  plus  de  simplicité  la  constante  de  manière 
qu'un  demi-tour  corresponde  à  une  translation  égale  au 
diamètre 


.  2D)R 

/*  =  1; 

n 


il  vient,  d'après  cela, 


2R 


Y  =  VR3  —  *"  H  arc  sin  —• 
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«  T  NIQUES   A  RA1HUBE. 

La  rainure  est  donc  une  courbe  en  forme  de  8<(P/.  VI, 
fig.  96)  sur  laquelle  je  ne  m'arrêterai  pas,  parce  qu'elle  est 
sans  intérêt. 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  —  Si  nous 
posons 

h  =  R  sin  w/, 

nous  en  déduirons 

y  =  y^R'  —  .r1  -h  R  sin      ^  arc  sin  gjj  , 

c'est-à-dire 

r  =  v^1  —  5  + 

La  rainure  sera  donc  un  arc  d'ellipse.  La  portion  comprise 
dans  le  premier  quadrant  passe  à  l'origine  à  45  degrés  (Pl.  /, 
fig.  17)  et  retombe  verticalement  sur  l'axe  des  abscisses.  Si 
011  reproduit  cet  arc  dans  les  quatre  angles,  on  obtient  la 
figure  d'un  &  qui  présente  au  premier  aspect  une  ressem- 
blance avec  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

Exemple  III  bis.  —  Second  mouvement  sinrtsoidaf.  — 
Si  dans  la  sinusoïde,  courbe  serpentante  bien  connue,  on 
prend  la  portion  comprise  cutre  deux  inflexions  en  passant 
par  un  sommet,  on  obtient  l'équation  précédente.  Si  au 
contraire  on  considère  l'anc  compris  entre  deux  sommels 
en  passant  par  une  inflexion,  l'équation  qui  le  représente 
prend  la  forme 

h  =r=  —  R  cos  w  f , 

qui  ne  diflère  de  la  précédente  que  par  le  déplacement  de 
l'origine.  Comme  cet  arc  se  compose,  de  même  que  le  pré- 
cédent, de  deux  parties  symétriques,  la.  loi  de  mouvement 
qu'il  représente  peut  encore  être  convenablement  employée 
dans  les  mécanismes.  Mais  la  rainure  correspondante  est 
très-différente  de  la  précédente.  Il  vient,  en  eilet,  en  effec- 
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tuant  la  transformation  : 

y  —  sJr*  —  x7  —  R  cos  £w      arc  sin  gj  J 

\J  i  —  sin' 


.  4? 

arc  sm  — 
R 


et  enfin 


jr  =  o. 


La  rainure  est  donc  une  ligne  droite  perpendiculaire  à  Ja 
tige  (PL  FI,Jig,  98).  Ce  système  est  très-employé,  quoi- 
qu'il présente  une  certaine  dureté. 


S  iv. 

CYLINDRE  A  RAINURE. 

56.  Nous  continuons  à  supposer  la  rotation  uniforme 

G  =  «f. 

La  loi  de  la  translation 

a=/o 

sera  déterminée  par  la  variation  de  la  hauteur  du  bouton 
au-dessus  du  plan  de  la  section  droite,  c'est-à-dire  de 
l'ordonnée  de  la  rainure.  Nous  ferons  donc 

On  a  d'ailleurs  entre  les  coordonnées  horizontales  la  rela- 
tion 

y 

tangô  = 

Si  on  élimine  maintenant  //,  t  et  0,  on  obtient  l'équation 
de  la  rainure 


=/(iarctangf) 
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qu'il  faut  joindre  à  l'équation  du  cylindre  toujours  la  même 

57.  Exemple  I.  —  Repos.  —  Si  nous  faisons 

h  =  COlMt., 

il  vient 

2=  const . , 

équation  d'un  plan  horizontal.  La  rainure  est  donc  un  arc 
de  section  droite. 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme. —  Nous  posons 
il  vient  alors 

*  y 

z=-arctang-, 

équation  d'un  héliçoïde  à  plan  directeur.  La  rainure  est 
donc  une  hélice. 

Ce  système  a  été  appliqué  notamment  par  M.  Withvforth 
à  un  rabot  mécanique  à  double  effet,  afin  d'obtenir  que 
l'outil  se  retourne  sur  lui-même  aux  extrémités  de  la  course 
pour  travailler  dans  les  deux  sens.  Dans  ce  but  on  le  munit 
d'un  cylindre  à  rainure  hélicoïdale,  et  on  place  aux  extré- 
mités du  parcours  un  arrêt  qui  s'engage  dans  la  rainure  et 
détermine  ainsi  la  rotation  du  cylindre. 

Exemple  III. —  Transmission  sinusoïdale . — En  posant 

h  =  mK  sin  wf, 

on  en  déduit 

2  =  mR  sin  |\>  ^  arc  tang^j  J  =  /wR  sin  arc  tang*^ 

y 

équation  d'un  plan  incliné.  La  rainure  est  doue  une  ellipse. 
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CHAPITRE  V. 

EXCENTRIQUES  A  CADRE. 


SI- 
EXCENTRIQUES  A  CADRE  PERPENDICULAIRE. 

58.  Loi  du  mouvement.  — Imaginons  que  Ton  découpe 
un  plateau  suivant  sa  rainure  j  le  noyau  sera  encore  en  état 
de  conduire  le  bouton  de  la  tige  pendant  que  ses  rayons 
vecteurs  iront  en  croissant.  Mais  le  bord  externe  de  la  rai- 
nure n'existera  plus  pour  ramener  le  bouton,  quaud  les 
rayons  iront  eu  décroissant.  Pour  remplir  cette  lacune,  on 
disposera  de  l'autre  côté  du  centre  de  rotation  un  second 
bouton  relié  au  premier  par  l'intermédiaire  d'un  cadre 
dont  les  deux  côtés  passent  en  avant  et  en  arrière  du  pla- 
teau, et  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  au  sien  (Pi.  FI, 
fig-  99)'  Dans  les  intervalles  en  question,  on  fera  agir  le 
noyau  par  rayons  croissants  sut  le  second  bouton  qui  ra- 
mènera le  reste  du  système. 

Nous  voyous  par  là  que  la  catégorie  des  excentriques  à 
cadre  perpendiculaire  dérive  directement  des  excentriques 
à  rainure  5  à  tel  point  que  nous  n'avons  rien  à  modifier  aux 
formules  qui  ont  été  établies  pour  déduire  le  tracé  de  ces 
courbes  de  la  loi  de  mouvement  qu'il  s'agit  de  réaliser. 
Nous  avons  cependant  à  indiquer  quelques  restrictions  que 
la  construction  du  cadre  oblige  à  apporter  dans  les  tracés. 

59.  Méthode  géométrique.  —  Le  plan  du  cadre  passe 
par  le  centre  de  la  came,  et  par  suite  la  somme  de  deux 
rayons  vecteurs  directement  opposés  est  constante  et  égale 
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au  côté  du  cadre.  Cette  somme  est  appelée  un  diamètre, 
et  par  suite  les  excentriques  à  cadre  perpendiculaire 
doivent  avoir  un  diamètre  constant. 

D'après  cela,  si  on  se  donne  une  moitié  du  profil,  je  veux 
dire  la  portion  située  d'un  côté  d'un  certain  diamètre  fixe, 
l'autre  pourra  être  considérée  comme  la  conchoïde  de 
celle-ci,  et  par  suite  on  saura  en  construire  les  points  et  les 
tangentes  (49). 

Exemple  I.  —  Repos.  —  Le  tracé  à  repos  étant  un  arc 
de  cercle  concentrique  de  rayon  R  (53,  I),  la  conchoïde 
sera  un  autre  arc  de  cercle  concentrique  de  rayon  A  —  R. 
C'est  le  principe  de  Yexcentrique  à  ondes  qui  sert  à  pro- 
duire une  série  d'intermittences  (Pl.  FI*Jig.  100). 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Le  tracé  de 
la  transmission  uniforme  étant  une  spirale  d'Archimède 
(53,  H),  la  conchoïde  sera  une  secoudc  branche  de  la  même 
spirale  située  de  l'autre  côté  du  pôle,  car  les  rayons  vec- 
teurs y  décroissent  précisément  de  quantités  égales  aux  ac- 
croissements de  ceux  qui  leur  sont  opposes,  de  sorte  que  la 
somme  reste  constante.  On  en  déduit  le  tracé  de  la  came 
en  cœur  (  Pl.  FI,  Jig.  99). 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  —  Le  tracé 
correspondant  étant  un  cercle  qui  passe  par  le  pèle  (53,111), 
la  ligne  conjuguée  sera  la  courbe  appelée  limaçon  de 
Pascal. 

60.  On  peut  déduire  du  procédé  de  construction  des 
tangentes  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  les 
deux  portions  du  tracé  se  raccordent.  Désignons,  en  effet, 
•  par  AB  lu  diamètre  fixe  mené  par  le  centre  O.  Nous  savons 
que  les  normales  à  deux  conchoïdes  conjuguées  (49)  se 
rencontrent  toujours  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  pôle 
sur  le  rayon  vecteur.  Si  donc  on  veut  que  la  conchoïde  et 
la  proposée  aient  les  mêmes  normales  en  A  et  B,  celles-ci 

6. 
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doivent  pouvoir  être  considérées  comme  appartenant,  Tune 
au  tracé,  et  l'autre  à  sa  conchoïde.  D'après  cela,  pour  qu'un 
profil  se  raccorde  par  les  extrémités  avec  le  profil  complé- 
mentaire, il  faut  que  ses  normales  extrêmes  se  rencontrent 
sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  centre  sur  le  diamètre 
principal. 

61.  Si  on  s'impose,  comme  c'est  le  cas  ordinaire,  la  con- 
dition que  le  mouvement  soit  composé  de  deux  portions 
symétriques,  la  même  symétrie  doit  exister  dans  le  profil, 
et,  par  suite,  on  ne  peut  plus  se  donner  que  le  quart  du 
tracé,  c'est-à-dire  la  portion  comprise  dans  un  angle  droit. 
La  symétrie  fournira  le  tracé  d'un  quadrant  adjacent,  et 
l'on  rentrera  ainsi  dans  les  conditions  précédentes.  Il  est 
évident  qu'alors  la  condition  trouvée  pour  le  raccordement 
sera  satisfaite  d'elle-même,  puisque  le  tracé  sera  symétrique 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  élevée  par  le  centre  sur  le 
diamètre  principal.  Mais  il  faudra  en  outre  qu'il  y  ait  con- 
tinuité entre  les  deux  premiers  quadrants,  et  pour  cela  que 
l'extrémité  du  premier  quart,  non  adjacente  au  diamètre 
principal,  ail  sa  tangente  parallèle  à  ce  diamètre. 

62.  Quand  on  aura  obtenu  une  solution  quelconque,  on 
pourra  en  déduire  une  infinité  d'autres  en  comptant  tous 
les  rayons  vecteurs,  non  plus  à  partir  du  centre,  mais  nor- 
malement à  un  cercle  quelconque.  On  aura  même  la  lati- 
tude de  les  porter,  soit  à  l'extérieur,  soit  à  l'intérieur.  Par 
là,  en  effet,  les  diamètres  nouveaux  seront  formés  de  la 
somme  ou  de  la  différence  des  anciens,  et  de  ceux  du  cercle 
qui  sont  les  uns  et  les  autres  constants.  Cette  opération 
revient  évidemment  à  substituer  à  un  tracé  quelconque  ses 
conchoïdes.  Elle  aura  l'avantage  d'adoucir  les  contours  trop 
durs,  mais  en  même  temps  elle  présentera  l'inconvénient 
d'augmenter  avec  les  dimensions  de  l'appareil  l'importance 
des  glissements  et  du  frottement. 
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63.  Méthode  analytique.  —  On  peui  procéder  pour 
ces  recherches  au  moyen  du  calcul,  et  assigner  le  profil 
conjugué  d'un  tracé  proposé 

r=/(*). 

Si,  en  effet,  A  désigne  le  côté  du  cadre,  on  aura 
et  par  suite 

r'  =  A  — /(*  —  0') 

pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée. 

Prenons  comme  exemple  la  transmission  du  mouvement 
uniforme,  dont  le  profil  est  une  spirale  d'Archimède  (53,  II) 

r—  a  -+-  bQ; 

■é 

nous  déterminerons  ses  constantes  par  les  conditions 

G  =  o,     r  =  r,;  «  =  r., 

0  =  7T,     /=/*,;      fl-f-6ir  =  r,,     b  =~  -  > 

r,  —  r. 

r  =  rt-h  -0. 

n 

# 

La  courbe  conjuguée  sera,  en  faisant  la  transformation  qui 
vient  d'être  indiquée, 

r'  =  (r0  +  r,)  -  JV.-b  (w—  0')  J. 

Si  on  effectue  les  réductions,  on  retrouve  identiquement 
la  même  équation,  et  par  suite,  comme  nous  l'avons  déjà 
reconnu,  la  spirale  d'Archimède  est  à  elle-même  sa  pro- 
pre conchoïde  ('). 

64.  Méthode  graphique.  —  On  peut  encore  substituer 


x  * 

(•)  Le  type  le  plu»  général  des  courbe*  qui  sont  a  elles-raème»  leur 
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à  cette  méthode  de  calcul  un  procédé  graphique.  Pour  le 
faire  mieux  comprendre,  je  l'expliquerai  pour  un  excen- 
trique particulier  proposé  par  M.  Morin;  mais  il  sera 
facile  d'en  dégager  le  principe  général. 

Le  mouvement  uniforme  qui  est  produit  par  la  came  en 
cœur  (59,  II)  est  le  plus  simple  de  tous;  mais  comme  il 
est  nécessairement  alternatif,  la  transmission  présentera 
des  chocs  aux  deux  points  de  raccordement.  Il  sera  préfé- 
rable, d'après  cela,  d'avoir  une  vitesse  variable  qui  s'an- 
nule aux  extrémités.  Le  mouvement  le  plus  simple  auquel 
on  puisse  recourir  pour  cela  est  le  mouvement  uniformé- 
ment varié.  On  emploiera  donc  deux  pareils  mouvements 
se  raccordant  au  milieu  de  la  course  par  la  même  vitesse. 
L'espace  étant  proportionnel  au  carré  du  temps  ou  l'or- 
donnée au  carré  de  l'abscisse,  la  courbe  qui  représente  ce 
mouvement  en  coordonnées  rectangulaires  sera  une  para- 
bole AB  (Pi.  Iyjîg-  18).  On  construira  la  parabole  BG 
symétrique  par  rapport  au  point  B,  pour  représenter  la 
seconde  période  du  trajet.  Puis,  après  avoir  divisé  l'abscisse 
totale  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  et  l'espace 
angulaire  autour  d'un  centre  en  autant  de  parties,  on  por- 
tera les  ordonnées  correspondantes  suivant  les  rayons  vec- 
teurs, à  partir  du  centre  ou  d'une  circonférence  de  cercle. 
La  loi  de  mouvement  cherchée  sera  ainsi  réalisée,  et  la 
condition  des  diamètres  évidemment  remplie;  car  la  somme 
de  deux  rayons  vecteurs  opposés  sera  la  somme  de  deux 
ordonnées  également  distantes  des  extrémités,  et  leurs  lon- 
gueurs sont  visiblement  complémentaires. 


propre  conchoïde  est  représenté  par  l'équation 

aiiîr         \4«K  / 

/  désignant  une  fonction  arbitraire,  mais  périodique,  qui  ait  p  pour  pé- 
riodo;  n  reste  en  outre  arbitraire. 
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65.  Excentriques  variables.  —  Toutes  ces  méthodes 
fournissent  un  tracé  essentiellement  fixe,  et  Ton  a  parfois 
intérêt  à  le  faire  varier.  Un  premier  moyen,  employé  dans 
Y  excentrique  de  Saulnier,  consiste  à  disposer  l'un  contre 
l'autre  deux  excentriques  réunis  par  un  boulon  (Pl.  VI, 
jig.  101).  Celui-ci  les  traverse  de  part  en  part  à  l'aide  d'une 
rainure  circulaire  décrite  autour  du  centre  de  rotation,  de 
manière  qu'on  puisse  décaler  les  pièces,  les  faire  jouer 
l'une  par  rapport  à  l'autre  et  les  caler  dans  une  nouvelle 
situation  relative.  De  cette  manière,  on  fait  varier  les  par- 
tics  qui  débordent  Tune  sur  l'autre.  Comme  d'ailleurs  le 
cadre  sera  conduit  effectivement  par  un  tracé  discontinu, 
formé  des  arcs  extérieurs  de  chacun  des  deux  excentriques, 
il  s'ensuit  que  le  profil  de  transmission  sera  variable. 

Un  dispositif  plus  simple,  réalisé  dans  l'excentrique 
Meycr  (Pl.  VII,  Jig.  102),  consiste  à  disposer  par  la  pen- 
sée l'un  au-dessus  de  l'autre,  comme  une  pile  de  pièces  de 
monnaie,  des  excentriques  à  ondes  (59,  I)  variant  d'une 
manière  continue.  Il  suint  de  supposer  que  le  cadre  soit  mis 
en  regard  de  l'un  ou  de  l'autre  pour  que  la  transmission 
varie.  Pour  plus  de  simplicité,  on  laisse  le  cadre  fixe  et  on 
déplace  l'excentrique  daus  le  sens  de  sa  propre  tige,  ce  qui 
revient  au  même. 

§  n. 

EXCENTRIQUES  A  CADRE  CIRCONSCRIT. 

66.  Loi  du  mouvement.  —  La  troisième  catégorie  dé- 
rive de  la  seconde,  en  supposant  simplement  que  le  plan 
du  cadre  tourne  d'un  angle  droit  de  manière  à  se  confon- 
dre avec  celui  de  l'excentrique.  Le  cadre  devient  alors  un 
rectangle  circonscrit  à  la  courbe  (Pl.  VII ,  fig.  io3).  Mais 
ce  simple  changement  altère  profondément  la  théorie  de 
l'appareil. 
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La  conduite  n'a  plus  lieu,  en  effet,  en  raison  de  la  varia- 
tion du  rayon  vecteur  de  l'excentrique,  mais  de  celle  de  la 
distance  du  centre  à  ses  diverses  tangentes,  c'est-à-dire  du 
rayon  vecteur  de  sa  podaire  ( 1  ) . 

La  théorie  que  nous  avons  présentée  (52),  étant  appli- 
quée sans  modification,  fera  connaître  l'équation  de  la 
podaire 

'=/(*), 

et  il  restera  à  en  déduire  celle  de  l'antipodaire,  c'est-à-dire 
de  l'enveloppe  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  rayons 
vecteurs  par  leurs  extrémités.  Or,  cette  perpendiculaire 
aura  pour  équation  entre  r'et  0' 

r'cos(0'  —  *)=/■, 

et  par  suite,  la  recherche  de  l'enveloppe  reviendra  à  l'éli- 
mination de  0  entre  les  deux  formules  (*) 

r'cos(0'—  9)=/(0), 
r'sin(ô'-ô)=/'(0). 


(  •  )  On  appelle  ainsi  le  lieu  des  projections  d'un  point  Axe  sur  les  tangentes 
d'une  courbe  proposée  qui  prend  alors  le  nom  d'antipodalre. 

(•)  Si  l'on  prend,  par  exemple,  pour  podaire  la  spirale  logarithmique 
dont  la  normale  fait  avec  le  rayon  vecteur  l'angle  «,  que  l'on  peut  consi- 
dérer comme  compris  entre  zéro  et  le  quadrant 

r  =  e0  tanga, 

les  équations  deviennent 

r'cos(0'  —  $)=zeQ  t«nga, 
r'sin(0'-.0)  =  e*tanB«.  tanga; 

en  ajoutant  les  carres,  on  obtient 

e6  tang« 

r'  —  , 

COSK 

et  en  divisant,  au  contraire,  membre  a  membre, 

tang(0'_  $)  =  tanga. 
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67.  Exemple  I.  —  Jiepos.  —  La  podairc  à  employer 
est  alors  un  cercle  concentrique  (53,  I),  et  il  est  évident 
que  son  antipodaire  sera  ce  cercle  lui-même.  Car  un  cercle 
est  à  lui-même  le  lieu  des  projections  de  son  centre  sur  les 
tangentes  (66,  note  2). 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  La  podaire 
est  alors  une  spirale  d'Archimède  (53,  II).  Je  dis  que  son 
antipodaire  sera  une  développante  de  cercle. 

Soit,  en  effet,  AD  (PL  1,  Jig.  19)  une  normale  à  la  dé- 
veloppante de  cercle,  tangente  par  cela  même  à  ce  cercle 
ou  perpendiculaire  à  l'extrémité  de  OD.  OD  sera  parallèle 
à  la  tangente  AP,  et  par  suite  la  projetante  OP  le  sera 
elle-même  à  AD.  La  figure  OPAD  est  donc  un  rectangle  et 
le  rayon  vecteur  OP  de  la  podaire  de  la  développante  se 
trouve  égal  à  AD.  Mais  cette  dernière  ligne  n'est  autre  que 
Tare  KD  rectifié  ;  elle  croît  donc  avec  lui  proportionnelle- 
ment à  l'angle  qui  sépare  sa  direction  de  celle  de  la  tan- 
gente au  point  K.  Ainsi  le  rayon  vecteur  OP  varie  propor- 
tionnellement à  son  azimut.  Il  appartient  donc  enfin  à  une 
spirale  d'Archimède. 


Éliminant  d'après  cela  0,  il  vient 

,(«'-«)..ng,  [,-(«*^)]»-.„ 

C08K 

« 

Ainsi,  l'antipodaire  d'une  spirale  logarithmique  est  une  spirale  égale 
tournée  dans  son  plan  de  l'angle 

log  cos  a 

«  +  -  • 

ItQf  m 

11  s'ensuit  évidemment  que  la  podairc  d'une  spirale  logarithmique  est  do 
même  une  spirale  égale  tournée  dans  son  plan  et  en  sens  inverse  de  ce 
même  angle.  La  loi  de  conduite  est  donc  la  même  pour  cette  rainure  avec  un 
cadre  perpendiculaire  ou  avec  un  cadre  circonscrit. 

On  peut,  d'après  cela,  se  proposer  de  trouver  une  spirale  qui  soit  sa  propre 
podairc  ou  antipodaire.  Il  suffira,  pour  cela,  que  la  rotation  no  la  déplace 
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Exemple  III. — Transmission  sinusoïdale.  — La  podaire 
est  alors  un  cercle  passant  par  le  pôle  (53,111),  ou  plus 
généralement  un  limaçon  de  Pascal  qui  en  est  la  conchoïde. 
Nous  avons  vu,  en  effet  (02),  qu'une  constante  ajoutée  sur 
tous  les  rayons  agrandit  le  cadre,  mais  n'en  modifie  pas  la 
marche. 

Je  dis  que  lantipodaire  du  limaçon  dérivé  du  cercle  Aï$ 
pour  le  point  A  (Pl.  I,  Jig.  20)  est  un  cercle  décrit  de  B 
comme  centre,  avec  la  longueur  constante  pour  rayon.  Si, 
en  effet,  nous  menons  un  rayon  quelconque  BM  de  ce  cercle, 
la  tangente  MP  et  la  projetante  APT  celle-ci  se  composera 
du  rayon  vecteur  AN  du  cercle  primitif,  plus  la  constante 
NP  =  BM.  La  projection  P  du  point  A  sur  les  tangentes  du 
cercle  extérieur  appartient  donc  au  limaçon. 

pas  ou  la  ramène  dans  la  même  position.  Nous  poserons  donc 

log  cos  a 

*  -t — —  =  2kn. 

tanjja 

Cette  équation  admet  d'abord  la  solution 

et  =  3Â:r; 

car  on  a 

(log  cos  «  \  _  o  _  /— tanfja\ 

\  cos' a  /  a  =  3  A  7r 
=  ~(sin«cosa)a==aA7r=o., 

Mais,  comme  a  est  compris  dans  le  premier  quadrant,  cette  solution  n*a  de 
sens  que  pour  A  =  o  et  n  —  o.  Elle  indique  alors  que  la  spirale  dégénère 
en  un  cercle.  Et,  en  effet,  le  cercle  jouit  évidemment  de  la  propriété  énon- 
cée. Nous  en  verrons  plus  loin  une  application  (G7,  I). 

Il  ne  peut,  du  reste,  exister  d'autres  racines,  car  la  dérivée  du  premier 
membre 

loft  cos« 
stn'a 


est  toujours  réelle  et  positive  dans  le  premier  quadrant. 

■ 
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68.  Méthode  géométrique. — Le  profil  de  l'excentrique, 
ainsi  déterminé  en  vue  de  )a  loi  de  mouvement  que  Ton  veut 
réaliser,  reste  soumis  à  certaines  restrictions  analogues  à 
celles  que  nous  avons  trouvées  pour  les  cadres  perpendicu- 
laires, et  qu'il  nous  faut  de  même  approfondir. 

On  voit,  en  eflet,  que  les  côtés  du  cadre  dessinent  deux 
tangentes  parallèles  du  profil,  et  que  les  deux  autres  en 
marquent  la  distance.  Ces  derniers  ayant  une  longueur  in- 
variable, il  s'ensuit  que  les  excentriques  à  cadre  circon- 
scrit sont  nécessairement  des  courbes  dont  les  tangentes 
parallèles  conservent  une  distance  constante. 

Si  donc  on  se  donne  une  moitié  du  contour,  l'autre  partie 
sera  l'antipodaire  de  la  conchoïde  de  la  podaire  de  la  pro- 
posée. Ce  point  de  vue  fort  compliqué  se  simplifiera  dans 
un  instant,  mais  il  permet,  dès  à  présent,  de  construire  la 
courbe  complémentaire  comme  enveloppe  de  droites.  Nous 
pouvons  même  assigner  sur  chacune  d'elles  le  point  où 
elle  touche  l'enveloppe,  et,  par  suite,  tracer  rigoureusement 
cette  ligne  par  points  et  tangentes,  suivant  le  mode  em- 
ployé ordinairement  dans  les  arts  graphiques. 

En  effet,  si  nous  fixons  par  la  pensée  l'excentrique,  le 
mouvement  relatif  du  cadre  sera  celui  d'un  angledroit  (Pl.  /, 
Jig.  21)  dont  un  côté  AB  passe  continuellement  par  le  cen- 
tre O,  et  dont  l'autre  AM  s'appuie  en  M  sur  l'arc  proposé. 
Par  suite,  en  menant  la  normale  Mfl  et  la  perpendiculaire 
OH,  nous  reconnaîtrons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (i9). 
que  U  est  le  centre  instantané  ('). 

Si  donc  nous  voulons  savoir  en  quel  point  la  droite  NB 
touche  son  enveloppe,  il  suffit  (VIII)  d'y  projeter  norma- 


(')  Remarquons  en  passant  ce  théorème  de  Géométrie  générale  :  Si  Ton 
reut  mener  la  normale  en  A  à  la  podaire  d'une  courbe  quelconque,  il  suffit 
de  tirer  A.Û,  c'eat-a-dire  de  joindre  le  point  décrivant  au  milieu  K  de  la 
droite  OM,  qui  va  du  pôle  au  point  de  contact 
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lement  le  centre  instantané,  c'est-à-dire  de  prolonger  MCI 
jusqu'à  sa  rencontre  en  N.  On  voit  par  là  que  la  corde  de 
contact  de  l'excentrique  et  du  cadre  reste  parallèle  aux 
côtes  transversaux. 

On  peut,  d'après  cela,  se  représenter  le  profil  conjugué 
d'une  manière  beaucoup  plus  simple.  En  effet,  MN  étant  la 
normale  commune  aux  deux  courbes,  et  restant  constante, 
on  voit  que  ces  lignes  sont  partout  équidistanlcs  et  forment 
un  couple  de  courbes  parallèles  ou  de  développantes  d'une 
même  développée  (*). 

69.  Exemple  I.  —  Repos.  —  Le  profil  étant  un  cercle 
concentrique  (67,  I)  de  rayon  R,  la  courbe  conjuguée  sera 
un  autre  arc  de  cercle  concentrique  de  rayon  A — R,si  A  est 
le  côté  du  cadre. 

Exemple  II.  —  Transmission  uniforme.  —  Le  profil 
étant  une  développante  de  cercle  (67,  II),  la  ligne  conju- 
guée sera  une  courbe  égale,  car  toutes  les  développantes 
d'un  même  cercle  sont  identiques. 

Exemple  III.  —  Transmission  sinusoïdale.  —  Le  profil 
étant  un  cercle  excentrique  de  rayon  R  (67,  III),  la  ligne 
conjuguée  sera  un  autre  arc  de  cercle  concentrique  à  celui- 
ci  et  de  rayon  A  —  R.  Celte  solution  ne  diffère  en  rien  de 
celle  du  premier  exemple,  le  profil  commun  tourne  seule- 
ment, dans  le  cas  actuel,  non  plus  autour  de  son  centre, 
mais  autour  d'un  point  excentrique. 

70.  Quant  à  la  condition  de  raccordement  aux  extrémités 
entre  un  arc  et  l'arc  conjugué,  elle  se  réduit  à  ce  que  la 
corde  extrême  soit  normale  en  ces  deux  extrémités  à  Tare 
proposé,  et  égale  à  la  distance  consume  des  tangentes. 


(')  Par  exemple,  le  profil  conjugué  d'une  spirale  logarithmique,  d'une 
cycloïde  ou  d'une  épieyclofde  fera  une  développante  de  spirale  égale,  de  cy- 
cloîde  égale  ou  d'épicycloide  semblable. 
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Si  l'on  veut  qu'il  y  ait  symétrie  dans  la  conduite,  il  suffit 
de  se  donner  un  quart  du  profil  et  d'en  déduire  le  second 
par  la  symétrie,  après  quoi  Ton  rentrera  dans  le  cas  précé- 
dent. Le  quart  proposé  devra,  par  suite,  avoir  ses  tangentes 
extrêmes  perpendiculaires  Tune  à  l'autre,  pour  que  la  con- 
dition précédente  soit  satisfaite  et  qu'il  y  ait  également  con- 
tinuité entre  les  deux  portions  symétriques. 

71.  Méthode  analytique.  —  Pour  procéder  par  la  voie 
analytique  dans  la  recherche  du  profil  conjugué  d'une 
courbe 

r  =/(*). 

prenons  l'équation  de  sa  tangente 

Y-/(x)=/'(*).(X~x), 

et  déduisons-en  celle  d'une  droite  menée  parallèlement  à 
la  distance  A, 


Y  -/(x)  ==/' (x)  *(X     x)     A  y7  !+/"(*). 

Pour  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite,  il  nous  faut 
éliminer  x  entre  son  équation  et  sa  dérivée  relative  à  x, 

-f  M  =/"  (*)  •  (X  -  m)  -/'(x)  -  A  4==  • 

Nous  remarquerons  que  f"[x)  est  facteur  commun  et  con- 
stitue une  solution  étrangère.  Si,  en  effet,  on  l'annule,  on 
obtient  un  certain  nombre  de  solutions  déterminées,  et, 
en  les  reportant  dans  l'équation  précédente,  elles  fournis- 
sent seulement  le  système  des  droites  menées  à  la  distance 
voulue,  parallèlement  aux  tangentes  des  points  d'inflexion 
du  profil  proposé.  Supprimant  donc  ce  facteur,  il  reste 

„    ._.  /'M 
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On  en  tire 


/'(*)  = 


et  1  équation  de  l'enveloppée  devient  alors 

/(*)  =  Y  +  v>A'-(X  —  *)'. 

C'est  entre  ces  deux  relations  très-simples  qu'il  restera 
dans  chaque  cas  à  éliminer  x  pour  avoir  l'équation  du 
proûl  complémentaire. 

Si  l'on  applique,  par  exemple,  cette  méthode  à  l'équation 
du  cercle, j on  trouvera,  comme  nous  l'avons  vu  (69,  I), 
celle  d'un  cercle  concentrique  de  rayon  A —  R.  Cette  solu- 
tion a  été  appliquée  dans  les  machines  sous  deux  formes 
différentes  que  je  vais  indiquer. 

72.  Excentrique  circulaire  à  cadre.  —  Si  l'on  prend 
A  =  2R,  l'arc  conjugué  est  le  prolongement  du  demi-cercle 
proposé,  et  l'on  obtient  un  noyau  complètement  circulaire 
installé  autour  d'un  point  quelconque  autre  que  son  centre. 
Nous  avons  vu  d'ailleurs  (67,  III)  que  le  cadre  est  alors 
animé  d'un  mouvement  sinusoïdal  dont  la  course  est  double 
de  l'excentricité. 

Excentrique  triangulaire.  —  Si  l'on  prend  A  =  R,  le 
cercle  conjugué  se  réduit  au  centre,  disposition  que  l'on 
réalise  de  la  manière  suivante  (PL  VII,  fig.  io3).  On 
décrit  sur  chaque  côté  d'un  triangle  équilatéral  et  du  som- 
met opposé  un  arc  qui  est  dès  lors  de  60  degrés  5  la  figure 
formée  par  ces  trois  arcs  est  appelée  excentrique  triangu- 
laire, et  l'on  doit  la  faire  tourner  autour  de  l'un  de  ses  som- 
mets. 

Le  mouvement  est  périodique  à  chaque  tour,  chacune 
des  périodes  comprend  un  aller  et  un  retour  symétriques, 
et  chacune  de  ces  courses  simples  trois  phases  dont  deux 


Digitized  by  Google 


> 


EXCENTRIQUES  A   CADRE.  Cp 

de  mouvement  sinusoïdal  symétriques  Tune  de  l'autre,  et 
la  troisième  de  repos  ou  d  intermittence,  ^ous  avons  re- 
connu en  effet  que  Tare  de  cercle  concentrique  est  le  profil 
de  repos  (67,  I),  et  que  l'arc  de  cercle  tournant  autour 
d'un  de  ses  points  est  le  profil  de  transmission  sinusoï- 
dale (67,  III). 

Si  d'ailleurs,  pour  mettre  le  détail  du  mouvement  en  évi- 
dence, nous  considérons  l'excentrique  dans  les  trois  posi- 
tions OAB,  OBC,  OCD  (PL  II,  fig.  22),  les  deux  premières 
phases  comprendront  le  passage  de  OAB  en  OBC  et  de  OBC 
en  OCD,  et  seront  évidemment  symétriques  par  rapport  à  la 
position  moyenne.  Si  l'on  effectue  encore,  à  partir  de  OCD, 
une  rotation  de  60  degrés,  Tare  CD  glissera  sur  lui-même 
sans  déplacer  le  côté  DT  du  cadre,  et,  par  suite,  celui-ci 
restera  immobile  pendant  cet  intervalle. 
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CHAPITRE  VI. 

ENGRENAGES  PLANS. 


§  I. 

GÉNÉRALITÉS. 

73.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  à'engre- 
nages  les  organes  de  contact  immédiat  et  de  glissement 
mixte;  ceux  du  moins  dans  lesquels  le  frottement  joue  un 
rôle  assez  important  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  restreindre 
à  une  faible  étendue,  aux  environs  des  centres  instantanés, 
le  contour  de  transmission,  en  répétant  un  grand  nombre 
de  fois  cet  organe  élémentaire,  de  manière  à  constituer  ce 
qu'on  appelle  une  roue  dentée  (XXV). 

La  théorie  géométrique  des  engrenages  a  pour  but  d'armer 
deux  axes  de  rotation  de  deux  surfaces  ou  dents  capables  de 
se  conduire  l'une  l'autre  en  restant  continuellement  en 
contact,  p'est-à-dire  d'engrener.  Dans  l'industrie,  ou  impose 
en  outre  la  condition  que  la  transmission  soit  uniforme, 
c'est-à-dire  le  rapport  des  vitesses  angulaires  constant. 
Mais  nous  nous  élèverons  à  une  plus  grande  généralité,  sans 
rien  sacrifier  de  la  simplicité  et  de  l'élégance  de  la  théorie, 
en  faisant  d'abord  abstraction  de  cette  restriction.  On  re- 
connaîtra bientôt  l'utilité  de  cette  extension. 

Le  mode  de  conduite  le  plus  simple  est  évidemment  le 
roulement,  et  par  suite  il  semble  qu'il  doive  suffire  de  la 
théorie  des  galets  (chap.  I  et  II).  Cependant  on  remarquera 
que  dans  les  solutions  trouvées  alors  il  existe,  pour  celui 
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des  deux  corps  qui  doit  conduire  l'autre,  des  périodes  pen- 
dant lesquelles  les  rayons  vecteurs  sont  croissants,  ce  qui 
produit  en  effet  la  conduite,  mais  aussi  d'autres  intervalles 
pendant  lesquels  les  rayons  iront  en  décroissant,  et  la  trans- 
mission s'arrêtera,  puisqu'il  n'y  a  pas  attraction  de  la  sub- 
stance de  l'une  des  courbes  pour  celle  de  l'autre.  Cette  dif- 
ficulté, dont  je  n'ai  pas  parlé  alors,  se  lèvera  en  adaptant 
aux  galets,  dans  ces  intervalles,  une  denture  dont  l'engrène» 
ment  entraine  le  second  corps.  Le  tracé  de  ces  engrenages, 
pour  lequel  on  ne  donne  d'ordinaire  aucune  règle,  sera 
fourni  justement  par  la  théorie  généralisée  comme  je  viens 
de  le  dire. 

Je  commencerai  par  réduire  les  difficultés  de  la  question 
en  l'envisageant  d'abord  dans  un  plan,  et  cherchant  sim- 
plement à  armer  deux  centres  de  rotation  de  courbes  planes 
qui  engrènent. 

74.  Si  nous  réduisons  par  la  pensée  l'une  des  deux  dents 
au  repos  (XXI),  le  mouvement  relatif  de  l'autre  sera  un 
mouvement  plan,  et  à  ce  titre  (IX)  on  peut  le  considérer 
comme  le  roulement  de  deux  courbes  qui  sont  le  lieu  des 
centres  instantanés  dans  l'espace  absolu  et  dans  la  figure 
mobile.  Le  problème  se  transforme  donc  de  la  manière 
suivante  :  Deux  lignes,  qu'on  appelle  primitives,  C,  C,  rou- 
lant l'une  sur  l'autre,  les  armer  de  deux  autres  courbes  ou 
dents  D,  D'  qui  restent  continuellement  en  contact.  Dès 
lors  il  se  subdivise  en  deux  questions  distinctes.  En  pre- 
mier lieu,  trouver  des  couples  de  courbes  roulantes  :  c'est 
un  problème  déjà  résolu  (chap.  1  et  II),  et  aux  solutions 
duquel  nous  n'avons  qu'à  nous  reporter.  En  second  lieu, 
deux  courbes  primitives  étant  données,  leur  adapter  des 
couples  de  dents.  Ce  second  problème  est  encore  indéter- 
miné, et,  pour  un  système  roulant  assigné  arbitrairement, 
il  existe  une  infinité  de  systèmes  glissants.  On  peut,  pour 
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les  trouver,  employer  deux  méthodes  également  générales 
que  je  vais  faire  connaître.  La  première  est  due  à  M.  le 
général  PooccJet, 

75.  Méthode  des  ekvbloppes.  —  Désignons  par  C  la 
courbe  fixe  et  par  C  la  courbe  mobile  qui  prend  les  posi- 
tions consécutives  C,  Ct  Cf....  Choisissons  arbitrairement 
une  dent  D  pour  l'adapter  à  C,  et  désignons  de  même 
parDt  D,  D„. . .  ses  positions  successives.  Concevons  l'en- 
veloppe D'  de  celle  série  de  courbes  :  ce  sera  év  idemment 
la  dent  conjuguée  qu'il  faut  adapter  à  la  roue  C,  car  c'est 
une  ligne  tangente  à  D  dans  toutes  ses  positions. 

Ce  principe  semble  exiger  le  tracé  d'une  courbe  enve- 
loppe, opération  graphique  peu  satisfaisante.  On  peut, 
pour  plus  de  précision,  assigner  le  point  de  contact  situé 
sur  chaque  enveloppée.  ISous  savons,  en  effet  (MU),  qu'il 
suflit  pour  cela  d'y  projeter  le  centre  instantané,  cYst-à- 
dire  le  point  de  contact  actuel  des  courbes  roulantes,  qui 
en  sont  toutes  les  deux  le  lieu.  De  là  un  principe  général 
et  fondamental  dans  la  théorie  des  engrenages  plans  :  La 
normale  commune  des  t lents  passe  nécessairement  parle 
point  de  contact  des  courbes  primitives. 

On  peut  encore  apporter  plus  de  précision  et  de  simpli- 
cité dans  le  tracé  graphique  en  évitant  la  reproduction  de 
la  courbe  D  dans  tontes  ses  positions  D,  D,  D, . . .  et  con- 
struisant tous  les  points  de  D'  à  l'aide  d'un  seul  tracé  D. 
Si  nous  prenons  en  effet  (PL  11,  fig.  a3)  en  ftft'  un  arc 
égal  à  Xlll', ,  nous  aurons  en  £V  le  poiut  que  le  roulement 
amène  en  iï  ,  et  par  suite,  en  abaissant  £lf  M  normalement 
sur  la  courbe  D,  nous  obtiendrons  Û'M  dans  la  première 
position,  car  cette  droite  n'a  pas  cessé  de  faire  un  angle  droit 
avec  la  courbe  proposée  D.  Il  suffira  donc  de  mesurer  la 
longueur  de  cette  normale  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  la 
ligne  C  en  LV  pour  la  reporter  sous  cette  inclinaison  et 
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avec  cetle  longueur  en  ft',  M,.  On  aura  ainsi  le  point  M, , 
et  sa  tangente  s'obtiendra  en  élevant  une  perpendiculaire 
à  17,  M, . 

On  abrégera  encore  en  opérant  de  la  manière  suivante. 
On  prendra  sur  C  une  série  de  points  que  Von  reportera 
sur  C  en  y  prenant  des  arcs  égaux.  De  chacun  d'eux  on 
essayera  une  ouverture  de  compas,  en  la  rétrécissant  jusqu'à 
ce  que  le  cercle  décrit  cesse  de  couper  la  courbe  pour  la  tou- 
cher. La  droite  qui  joindrait  le  centre  au  point  de  contact 
sera  la  normale  de  cette  ligne,  comme  étant  celle  du  cercle 
tangent.  On  reportera  alors  la  pointe  du  compas,  sans 
changer  son  ouverture,  au  point  correspondant  de  C  et  on 
décrira  un  arc  de  cercle.  Il  contiendra  le  point  M t ,  comme 
ayant  pour  rayon  £1,  M, ,  et  sera  tangent  à  D',  puisque  la  v 
normale  de  cette  courbe  est  un  de  ses  propres  rayons.  Cette 
courbe,  étant  tangente  à  tous  les  arcs  de  cercle  ainsi  décrits, 
pourra  être  tracée  comme  leur  enveloppe.  On  évitera  ainsi 
l'emploi  peu  satisfaisant  du  rapporteur  pour  la  reproduc- 
tion d'angles  nombreux. 

76.  Méthode  de3  houlettes.  —  Prenons,  outre  les 
courbes  primitives  C,  €',  unè  troisième  ligne  arbitraire  A 
et  faisons-la  rouler  sur  C  pendant  que  C  roule  sur  C,  de 
manière  que  les  trois  courbes  restent  continuellement  tan- 
gentes. Au  même  point  il  y  aura,  par  cela  même,  roule- 
ment de  A  sur  C,  puisque  ce  mode  de  mouvement  revient  à 
l'application  d'ares  égaux  les  uns  sur  les  autres.  Un  point 
quelconque  M,  pris  sur  la  circonférence  de  A  ou  plus  géné- 
ralement dans  son  plan,  décrira  une  trajectoire  D' dans 
l'espace  absolu;  il  en  parcourra  une  autre  D  dans  le  rou- 
lement relatif  à  la  courbe  G,  trajectoire  que  l'on  se  figurera 
plus  facilement  en  fixant  par  la  pensée  la  ligne  C  pour  y 
faire  rouler  A.  Je  dis  que  D  et  D' fournissent  une  paire  de 
dents. 

7- 
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En  effet  ces  courbes  se  rencontrent,  puisque  c'est  le  même 
point  qui  les  décrit  toutes  deux,  et  elles  sont  tangentes 
comme  ayant  môme  normale  :  car  la  normale  à  la  trajectoire 
d'un  point  d'une  courbe  roulante  s'obtient  (VIII)  en  joi- 
gnant Je  point  décrivant  au  point  de  contact  des  courbes 
proposées,  qui  est  le  centre  instantané  (XXII),  et  ce  point 
de  contact  est  le  même  pour  les  deux  modes  de  généra- 
lion.  Nous  vérifions  ainsi  de  nouveau  que  la  normale 
commune  des  dents  passe  par  le  point  de  contact  des  lignes 
primitives. 

w 

77.  Celte  méthode  est  plus  simple  que  la  précédente, 
mais  moins  directe,  en  ce  que  le  choix  arbitraire  porte  sur 
une  courbe  auxiliaire  A  et  non  sur  Tune  des  dents  que  Ton 
veut  employer.  Ou  peut  montrer,  du  reste,  d'après  une 
remarque  de  M.  Airy,  qu'elle  a  exactement  la  même  porlée 
que  la  première,  c'est-à-dire  qu'on  peut  toujours  trouver 
une  courbe  A  telle,  qu'en  la  faisant  rouler  sur  une  ligne 
donnée  C,  un  de  ses  points  engendre  une  autre  ligne 
donnée  D. 

Prenons,  en  efTet,  le  point  M  mobile  de  la  Courbe  in- 
connue A  comme  centre  d'un  système  de  coordonnées  po- 
laires, la  droite  qui  va  de  ce  pôle  M  au  point  quelconque  CL 
de  A  est  la  normale  de  D  comptée  jusqu'à  C.  D'après  cela, 
puisque  C  et  D  sont  données,  on  peut  considérer  comme 
déterminé  pour  chacune  de  ces  normales  r  l'angle  qu  elle 
fait  avec  la  courbe  C,  ou,  si  l'on  veut,  la  tangente  trigono- 
métrique  de  cet  angle  sous  la  forme  f(r).  Mais  la  ligne  A, 
étant  tangente  à  C,  fait  le  même  angle  qu'elle  avec  le  rayon 

vecteur,  et  a  ce  titre  cette  tangente  a  pour  valeur 
On  aura  par  suite,  pour  la  courbe  inconnue  A  : 
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d'où  son  équation  finie 


On  trouvera  donc  toujours  une  courbe  A  remplissant  la 
condition  voulue,  sous  la  seule  réserve  que  les  normales 
de  D  rencontrent  C. 

78.  Exemple  I.  —  Cherchons  une  courbe  qui,  en  rou- 
lant sur  une  droite,  engendre  une  autre  droite. 

L'angle  que  la  normale  de  D  fait  avec  C  sera  alors  con- 
stant, et  nous  poserons 

'«-=' 

il  vient,  en  intégrant, 

mQ  =  logr —  logC, 
r=Cem0, 

équation  d'une  spirale  logarithmique. 

Exemple  II.  —  Cherchons  de  môme  une  courbe  qui,  en 
roulant  sur  un  cercle,  engendre  la  développante  d'un  cercle 
concentrique  intérieur. 

La  normale  de  celte  développante  fait  encore  un  angle 
constant  avec  le  cercle  extérieur.  Le  calcul  que  nous  venons 
de  faire  s'appliquera  donc  de  même,  et  on  retrouvera  une 
spirale  logarithmique.  Le  problème  précédent  n'est  qu'un 
cas  limite,  vers  lequel  on  tend  eu  augmentant  indéfiniment 
les  rayons  des  cercles. 
■ 

§  IL 

EXEMPLES. 

79.  Je  choisirai,  pour  montrer  des  exemples  définitifs 
delà  théorie  précédente,  les  appareils  employés  dans  Fin 


Di 
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dusiric.  On  s'y  assujettit  toujours  à  conserver  un  rapport 
constant  de  vitesse.  jSous  avons  vu  qu'alors  (1)  le  système 
correspondant  de  galets  est  formé  de  deux  cercles  qu'on 
appelle  cercles  primitifs,  et  qui  peuvent  être  extérieurs  ou 
intérieurs. 

Engrenage  à  /(interne  (*).  —  La  dent  mobile  D  est  un 
cercle  ou  fuseau  dont  le  contre  se  trouve  sur  la  circon- 
férence primitive  C  (Pl.  KJIffig.  io4).  Ce  point  décrit 
ainsi  une  épicycloïde.  Or,  quelle  que  soit  la  route  que  par- 
cou  1 1  le  centre  d'un  cercle,  on  sait  que  son  enveloppe  est 
une  courbe  parallèle,  cVst-à-dire  une  autre  développante 
de  la  môme  développée  (*).  Comme  d'ailleurs  la  déve- 
loppée d'une  épicycloïde  est  elle-même  une  épicycloïde,  il 
s'ensuit  (pie  la  dent  conjuguée  D'  ou  X alluchon  est  une 
développante  d'épirycioïde.  Mais  comme  cette  courbe  pré- 
sente un  rebroussement  sur  la  ligne  des  centres,  on  ne 
peut  employer  que  l'une  de  ses  branches,  et  de  cette  ma- 
nière la  conduite  n'a  lieu  que  d'un  côté  de  la  ligne  des 
centres. 

80.  Engrenage  à  développantes.  —  La  dent  mobile  est 
une  développante  D  d'un  cercle  Ci  intérieur  et  concen- 
trique à  C.  Aous  avons  trouvé  (78)  que  la  roulette  auxi- 
liaire A  est  une  spirale  logarithmique  qui  décrit  par  son 
pôle  cette  développante  quand  on  la  fait  rouler  sur  C. 
D  après  cela,  la  dent  conjuguée  D',  qui  s'obtient  (76)  en 
faisant  rouler  cette  même  spirale  sur  C,  sera  pour  la  même 
raison  la  développante  d'un  cercle  C,  intérieur  et  concen- 
trique à  C,.  11  n'y  aura  d'ailleurs  aucun  point  singulier 


(')  Jo  me  borne  ici  à  ce  qui  est  nécessaire  pour  faire  comprendre  les 
exemples.  J'ai  dunué,  dans  mon  Traité  théorique  et  pratique  des  Engrenages, 
des  détails  très-circonstanciés  qui  dépasseraient  ici  les  limites  du  cadre  dont 
je  dois  conserver  les  proportions. 

(•)  UATOS  DK  LA  GoUI'JLDËHKf  Calcul  mfuutâunuii ,  p.  194. 
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sur  la  ligne  des  centres,  et  ia  conduite  aura  lieu  de  part  et 

d'autre. 

On  remarquera  que  toutes  les  roues  à  développantes 
peuvent  engrener  ensemble,  car  le  rayon  de  l'une  ne  déter- 
mine en  aucune  façon  celui  de  l'autre,  comme  cela  avait 
lieu  par  exemple  dans  l'engrenage  à  lanterne.  C'est  un 
avantage  qui  mérite  d'être  remarqué,  car  si  une  des  roues 
vient  à  se  briser,  l'autre  reste  en  état  de  servir.  En  outre, 
s'il  est  nécessaire  que  les  roues  puissent  s'écarter  ou  se 
rapprocher,  comme  dans  les  laminoirs,  la  conduite  n'en  a 
pas  moins  lieu.  Il  suffit  simplement  de  changer,  par  la 
pensée,  de  cercles  primitifs.  Enfin  une  roue  peut  en  con- 
duire à  la  fois  plusieurs  autres  dissemblables,  si  cela  devient 
nécessaire,  dans  un  cas  donné. 

On  remarquera  encore  qu'une  usure  constante  ne  mo- 
difie pas  le  profil  des  dents.  Elle  le  remplace  en  effet  par 
une  courbe  parallèle  ou  une  seconde  développante  de  cercle  ; 
et  toutes  les  développantes  d'un  même  cercle  sont  iden- 
tiques. 

81.  Engrenage  à  èpicycloïdea .  —  La  roulette  auxi- 
liaire A  est  un  cercle  quelconfjue,  et  le  point  décrivant  M 
est  pris  sur  sa  circonférence.  Il  s'ensuit  que  les  dents  D,  D' 
sont  les  épicvcloïdes  engendrées  par  le  roulement  de  A  sur 
CetC. 

Engrenage  à  flancs,  —  On  simplifie  le  système  en 
supposant  que  le  diamètre  de  A  soit  le  rayon  du  cercle  C, 
auquel  il  est  intérieur.  Dans  ces  conditions,  l'épicycloïde  D, 
engendrée  par  le  roulement  de  A  à  l'intérieur  de  C,  dégé- 
nère en  nn  diamètre  de  ce  cercle  que  Ton  appelle  le  flanc. 
En  effet  [PL  ll,fig.  24),  les  arcs  ntîl  et  il/M,  sont  alors 
égaux  comme  mesurant  un  même  angle  H, OU,  qui  est 
angle  au  centre  du  cerde  de  rayon  double  et  angle  inscrit 
dans  le  cercle  de  rayon  moitié.  Donc  M  est  la  position  de  ft, 
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après  un  roulement  effectué  sur  l'arc  ftft,  et  par  suite  ce 
point  ne  quitte  pas  ie  diamètre  Oïl  ( 1  ) . 

Engrenage  à  flancs  réciproque.  —  Lorsque  le  contact 
arrive  sur  la  ligne  des  centres,  il  atteint  le  rebroussement 
de  l'épicycloïde  et  géométriquement  il  doit  passer  sur  la 
branche  suivante;  mais  comme  celle-ci  ne  saurait  exister 
matériellement  en  même  temps  que  la  première,  le  contact 
cesse,  de  sorte  que  la  conduite  n'a  lieu  que  d'un  côté  de  la 
ligne  des  centres.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  on 
double  l'appareil  (Pl.  II,Jig.  s5)  en  imaginant  un  cercle  A', 
moitié  de  C,  qui  remplisse  les  mêmes  fonctions  que  A  par 
rapport  à  C.  Par  là  chaque  dent  se  trouve  formée  d'un 
flanc  et  d'une  épicycloïde. 

On  s'assurera  facilement  (Pl.  II,Jtg.  26)  que  cette  com- 
binaison ne  saurait  être  réalisée  avec  des  cercles  primitifs 
intérieurs,  car  l'une  des  épicycloïdes,  au  lieu  d'être  en  pro- 
longement du  flanc  correspondant,  formerait  avec  lui  un 
rebroussement  impossible  à  réaliser. 

82.  Crémaillère.  —  Si  nous  imaginons  qu'un  des  rayons 
primitifs  croisse  jusqu'à  l'infini,  la  vitesse  angulaire,  qui 
est  en  raison  inverse  (3),  devient  nulle,  et  le  mouvement 
se  change  en  translation  (Pl.  VII,  fig.  107).  La  crémail- 
lère sert  donc  à  transformer  une  rotation  en  une  trans- 
lation. 11  en  existe  une  infinité  dont  on  obtiendra  les  profils 
en  passant  à  la  limite  dans  les  solutions  précédentes. 


(')  On  roit  par  là  que  les  sommets  d'un  polygone  régulier  inscrit  au  petit 
cercle  décritent,  lorsque  les  deux  roues  tournent  sur  leurs  centres,  les 
rayons  d'une  étoile  régulière  dans  le  grand  cercle.  On  a  utilisé  cette  pro- 
priété) en  figurant  ces  sommets  par  des  boulons  que  des  bras  relient  au 
centre  du  petit  cercle,  et  ces  rayons  par  des  rainures  rectilignes  pratiquées 
dans  le  disque  du  grand  cercle.  La  rotation  du  premier  détermine  alors 
celle  du  second.  Dans  le  modèle  adopté,  la  petito  roue  a  trois  bras  et  la 
grande  trois  diamètres  ou  lit  rayons. 
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Nous  rencontrons  d'abord  deux  sortes  de  crémaillères  à 
lanterne.  Si  on  adapte  les  fuseaux  à  la  roue,  l'alluchon  de 
Ja  crémaillère  est  une  développante  de  cycloïde-,  si  on 
adapte,  au  contraire,  le  fuseau  à  la  crémaillère,  l'alluchou 
de  la  roue  est  une  développante  du  cercle  primitif. 

Dans  l'engrenage  à  développantes,  la  courbe  devient 
rectiligne  lorsque  la  courbure  du  cercle  concentrique  au 
cercle  primitif  diminue  jusqu'à  zéro,  et  l'on  a  une  cré- 
maillère à  plans  inclinés. 

Il  existe  encore  deux  crémaillères  à  flancs.  On  peut,  en 
eflet,  faire  porter  le  flanc  par  la  crémaillère,  et  la  courbe 
de  la  roue  devient  la  développante  du  cercle  primitif;  ou 
adapter  le  flanc  à  la  roue,  et  la  courbe  de  la  crémaillère  se 
change  en  cycloïde.  La  réunion  des  deux  systèmes  fournit 
la  crémaillère  à  flancs  réciproques  (PL  II,  Jig.  27). 

83.  Épures  d'engrenages.  —  Pour  produire  la  conduite 
d'un  arbre  par  l'autre,  une  seule  dent  suffirait  au  point  de 
vue  géométrique;  et  même,  dans  la  réalité,  on  peut  citer 
la  cisaille  ou  la  presse  à  excentrique  (Pl.  III,  Jig.  36) 
comme  exemple  d'un  engrenage  d'une  seule  dent  qui  est 
un  cercle  excentrique  conduisant  uu  autre  engrenage  d'une 
seule  dent,  à  savoir  une  droite.  A  la  vérité,  le  rapport  des 
vitesses  n'est  pas  constant  (244)  ;  mais  nous  avons  écarté 
ci-dessus  cette  restriction  (73). 

84.  Cependant  le  caractère  distinctif  d'un  engrenage, 
lorsqu'on  se  préoccupe  du  frottement,  est,  comme  je  l'ai  ex- 
pliqué (XXV  ),  la  reproduction  répétée  d'une  dent  de  faible 
dimension.  Pour  constituer  dans  ces  conditions  une  roue 
dentée  à  l'aide  de  l'une  quelconque  des  solutions  précé- 
dentes, on  divise  le  cercle  primitif  en  un  nombre  entier  de 
parties  égales  qui  formeront  autant  de  dents.  Ce  nombre 
est  appelé  le  module,  et  l'intervalle  le  pas.  On  prélève, 
dans  la  pratique,  ~  à  7;  du  pas  pour  former  le  jeu,  et  on 
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répartit  le  reste  entre  le  plein  et  le  vide  en  raison  inverse 
des  résistances  spécifiques  des  matières  de  la  roue  et  de  sa 
conjuguée.  Cette  division  se  fera  donc  en  parties  égales  si 
cette  substance  est  la  même  pour  les  deux.  Les  points  ainsi 
marqués  servent  d'origine  aux  deux  séries  de  lignes  desti- 
nées à  former  les  faces  de  chaque  dent.  On  termine  les 
dents  à  l'extérieur  par  un  cercle  dit  d'èclianfrinemcnt,  et 
on  les  relie  Tune  à  l'autre  à  l'intérieur  par  un  autre  cercle 
dit  d* avidement. 

Pour  déterminer  leurs  rayons,  on  s'impose  habituelle- 
ment la  condition  d'avoir  continuellement  trois  couples  en 
prise.  D'après  cela,  on  porte  sur  les  cercles  primitifs  C,  C, 
à  partir  de  leur  point  de  contact  Q.  (PL  H,fi$.  28),  deux 
arcs  ft IN,  il iV  représentant  trois  pas  ou  un  pas  et  demi, 
suivant  que,  dans  la  solution  employée,  la  conduite  s'effec- 
tue d'un  seul  côte  ou  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des 
centres.  On  construit  en  NM,  N'M'  les  positions  corres- 
pondantes des  dents,  et,  pour  connaître  le  point  de  contact 
actuel,  on  y  abaisse  de  H  des  normales  en  £2  M,  ftM'  (75). 
Les  dents  doivent  dès  lors  cesser  à  partir  de  ces  points,  et 
par  suite  OM',  O'  M  sont  les  rayons  des  cercles  d'échanfri- 
ncment  A,  A'.  Quant  à  ceux  des  cercles  d'évidement  B,  B', 
ce  sont,  au  jeu  près,  les  différences  de  ceux-ci  à  la  ligne 
des  centres.  Il  est,  en  effet,  inutile  de  refouiller  chacune 
des  roues  plus  qu'il  n'est  nécessaire  pour  le  passage  des 
saillies  de  l'autre,  et  par  suite  chaque  cercle  d'évidement 
doit  être  tangent  au  cercle  d'échanfrinement  conjugué.  On 
termine  en  arrondissant  par  de  petits  arcs  de  cercle  les  angles 
ou  rentrants,  que  présente  encore  le  tracé. 
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COURBURE  DES  ENGRENAGES. 

85.  Formule  de  Savary.  —  Supposons  qu'une  ligne 
quelconque  a  roule  sur  une  autre  a'  (PL  II,fig.  29).  Une 
courbe  a  est  liée  à  a  et  enveloppe  dans  son  mouvement 
une  quatrième  ligne  a'.  Il  existe  nécessairement  une  rela- 
tion entre  les  courbures  aux  points  de  contact  simultanés, 
de  telle  façon  que,  trois  d'entre  elles  étant  données,  la 
dernière  puisse  s'en  déduire. 

Pour  trouver  cette  relation,  menons  la  normale  com- 
mune  oo'  des  courbes  a  et  a'.  Si  nous  prenons  deux  arcs 
infiniment  petits  égaux  mm  j  =  mm{  =  ds,  leurs  extré- 
mités m,  et  m\  viendront  plus  tard  en  contact.  Les  nor- 
males mxo  et  m\ol  de  ces  points  se  trouveront  alors  en 
prolongement,  et  par  conséquent  la  rotation  éprouvée  par 
la  figure  mobile  sera  la  somme  des  angles  momi  et  mo' m\. 
Il  est  clair,  du  reste,  que  ces  normales  déterminent  par  leur 
intersection  avec  les  premières  les  centres  de  courbure  o 
et  o'  des  lignes  a  et  a'. 

Menons  de  même  la  normale  commune  coa/  des  cour- 
bes «  et  a'.  Nous  savons  (75)  qu'elle  passe  nécessairement 
par  le  point  de  contact  des  courbes  roulantes,  c'est-à-dire 
par  m.  Les  normales  qui  viendront  au  second  instant  coïn- 
cider sont,  d'après  cela,  celles  qui  aboutissent  en  mt  et  m\, 
puisque  ce  sont  ces  points  qui  forment  alors  le  contact 
de  a  et  Il  suffit  donc  de  mener  m,^  et  m\p\  normale- 
ment à  a  et  a' .  Ces  droites  déterminent  les  centres  de 
courbure  6>  et  «'et  elles  viendront  se  mettre  en  prolonge- 
ment l'une  de  l'autre  après  une  rotation  égale  à  la  somme 
des  angles         et  fA'wf/, . 

Le  déplacement  angulaire  se  trouvant  ainsi  exprimé  de 
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deux  manières  différentes,  on  peut  poser 

momx     mo'm\  —  p-wp,     pw'j*', . 

Désignons  par  r  et  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  des 
lignes  a  et  a'%  a  et  a'.  Appelons  aussi  d  la  distance  rtift 
des  deux  points  de  contact,  et  Q  l'angle  des  deux  normales 
communes.  On  a  d'abord 

mmt  ds 

momx  =:   rr=  — , 

ma  r 

.  ,      mm.  fis 

et  ensuite,  en  abaissant  m  h  et  mhf  perpendiculairement 
sur  wjut,  et  w'/jl',, 


m  h 

<frcos0 

lit  w 

«A1 

r/jcosG 

il  vient  donc,  en  supprimant  le  facteur  ds^ 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Pour  la  généraliser  complètement,  il  suffit  de  supposer 
que  les  rayons  r,  iJ  et  p,  p'  puissent  devenir  négatifs  quand 
le  sens  de  la  courbure  est  l'inverse  de  celui  que  nous  avons 
supposé.  Il  est  clair,  en  effet,  que  les  rotations  partielles 
correspondantes  sont  alors  de  sens  contraires  et  qu'elles 
se  retranchent  au  lieu  de  s'ajouter.  En  même  temps,  la  po- 
sition de  d  change  par  rapport  à  p  et  p',  et  les  termes. 

i  i 


» 


p  -h  fi  p'—et 

deviennent,  soit  ensemble,  soit  séparément, 

i  i 
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ce  qui  peut  s'exprimer  ainsi  par  le  seul  changement  de 
signe  des  rayons  p  et  p'  : 

1  i 

Ce  problème  comprend  en  particulier  celui  des  rou- 
lettes. Si,  en  effet,  au  lieu  de  considérer  a' comme  l'en- 
veloppe d'une  ligne  donnée  a,  on  l'envisage  comme  la 
trajectoire  d'un  point  a  lié  à  la  courbe  «,  il  suffira  de  con- 
sidérer a  comme  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit,  ou 
de  faire  dans  la  formule  générale  p  =  o. 

86.  La  formule  (i)  peut  s'interpréter  d'une  manière 
fort  simple  (Pl.  JI,Jig.  3o).  Elle  exprime,  en  effet,  que 
les  droites  ow,  o'w'  qui  joignent  deux  à  deux  les  centres 
de  courbure  des  lignes  a,  a  et  a',  a'  se  rencontrent  sur  la 
perpendiculaire  mp  élevée  au  point  de  contact  m  des 
courues  roulantes  sur  la  normale  commune  uw'  des  courbes 
enveloppes. 

Pour  le  faire  voir,  abaissons  de  o  et  o'ies  perpendicu- 
laires 0/7,  o'q'  sur  &>o>'.  Puis  calculons  mp  en  considérant 
d'abord  p  comme  situé  sur  la  droite  ow.  Les  triangles  sem- 
blables won,  iùpm  donnent  pour  cela  la  proportion 

pm  oq 
mm  «7 

Mais  on  a  d'ailleurs,  dans  le  triangle  rectangle  moq, 

w  m  =■     -h  m  p  =  p  -f-  d, 
oq  =  om.$\nomq  =  rsinÔ, 
w<7  =«/7ï  —  qm  z=  (p     d)  —  rcosÔ, 

et  par  suite 

(ù-\-d)rs\n  0 

pm  =  — —  . 

(p -h  f/j  —  rcosô 

Si  l'on  calcule  de  même  pm  en  considérant  maintenant  p 
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comme  situé  sur  la  droite  o'ot/,  on  déduira  de  la  similitude 
des  triangles  v'o'q'  et  ta'pm 

(p'  —  d)r'ùn9 
Pm-r«**-tf-d) 

Or,  la  formule  (i)  peut  s'écrire  ainsi 

cosG       i  i  cosO 

pH-  d    "r  r'  "  *  p'  —  d 1 

ou  encore 

rcosO  — (/>-+-</)  (pr  —  d)  —  r'cosô 
(P +<<)'•  (P'-^)''' 

Ces  expressions  renversées  sont,  au  signe  près  et  sauf  le 
facteur  sin9,  celles  que  nous  venons  de  trouver  successive- 
ment pour  les  longueurs  interceptées  sur  la  perpendicu- 
laire pm  par  chacune  des  droites  owct  o'ù/.  On  voit  donc 
que  ces  trois  droites  se  rencontrent  au  même  point. 

87.  On  déduit  de  là  une  construction  fort  élégante  de 
l'un  quelconque  des  centres  de  courbure,  quand  on  con- 
naît les  trois  autres.  On  choisira  en  effet  par  mi  ces  der- 
niers les  deux  qui  se  correspondent.  On  les  joindra  par 
une  droite  que  Von  prolongera  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
perpendiculaire  mp,  puis,  joignant  le  point p  au  tr  oisième 
centre,  on  obtiendra  le  dernier  à  V intersection  avec  celle 
des  deux  normales  communes  sur  laquelle  H  doit  se 
trouver. 

On  remarquera  que  le  point  jut  de  contact  des  enve- 
loppes ne  joue  aucun  rôle  dans  cette  construction.  Si  donc 
on  substitue  successivement  à  a  les  diverses  développantes 
de  sa  développée,  le  point  changera,  mais  c*>  restera  le 
même,  par  suite  aussi  &/.  On  obtiendra  donc  pour  enve- 
loppe les  diverses  développantes  de  la  développée  de  a'. 
En  d'autres  termes,  il  suffit  qu'une  courbe  a  en  enve- 
loppe une  autre  a'  pour  que  toute  la  série  des  courbes 
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éqiùdistcuites  à  a  enveloppe  la  série  des  combes  éqiù- 
dislanlas  à  a'. 


88.  Tracé  approximatif  de  Willis.  —  Dans  la  pratique 
les  dents  sont  toujours  nombreuses  et  courtes  (XXV).  Leur 
courbure  varie  doue  dans  d'étroites  limites,  et  ou  peut,  quand 
on  se  contente  d'une  approximation,  les  considérer  comme 
un  are  de  cercle.  On  a  été  pendant  longtemps  dans  l'usage  de 
prendre  pour  centre  de  chaque  dent  la  base  de  la  suivante. 
Cette  méthode  est  grossière  et  sans  aucune  raison  d'être. 
Il  faut  au  moins,  pour  que  l'arc  de  cercle  puisse  remplacer 
le  profil  exact,  qu'il  ait  le  même  centre  de  courbure  en  un 
point  moyen. 

C'est  en  partant  de  ce  principe  que  M.  Willis  est  ar-  . 
rivé  à  simplifier  le  tracé  des  engrenages  par  uue  méthode 
qu'il  a  introduite  dans  les  ateliers  anglais  (Pl.  Il ,fig.  3i). 
Il  remplace  pour  chaque  roue  le  flanc  et  la  courbe  par 
deux  arcs  de  cercle  dont  les  centres  se  déterminent  de  la 
manière  suivante. 

On  mène  encore  par  le  point  m  une  droite  mw  sous  l'angle 
de  degrés,  et  on  lui  élève  la  perpendiculaire  ppt  que 
l'on  prend  égale  des  deux  côtés  et  moindre  que  le  plus  petit 
des.  rayons  primitifs.  En  se  servant  d'abord  du  point  p,  sï 
on  le  joint  à  o  et  0',  on  trouvera  en  w  et  00  '  deux  points  que 
l'on  peut  considérer  comme  des  centres  de  courbure  corres- 
pondants (87).  La  valeur  absolue  des  rayons  de  courbure 
restant  arbitraire,  on  prend  un  point  fx  sur  le  cercle  C  à  un 
demi -pas  de  la  ligne  des  centres,  et  les  rayons  de  courbure 
son»!  «f*  pour  le  flanc  D  de  la  roue  C  et  «'u^  pour  la  courbe  D' 
de  la  roue  C.  En,  se  servant  de  même  du  point  on  trouve 
à  l'aide  de  opi  et  o'px  les  points  (ùt  et  w';  puis  prenant  à» 
un  demi-pas  de  m  sur  le  cercle  C,  on  adopte  les  rayons  w,  u, 
pour  la  courbe  Dt  de  la  roue  C  et  co't  fx,  pour  le  flanc  D',  de 
la  roue  C 
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Pour  simplifier  le  tracé,  on  mène  comme  tout  à  l'heure 
de  o  comme  centre  avec  ow  et  ou,,  puis  de  o'  avec  o'w' 
et  o'w'(  comme  rayons,  quatre  cercles  qui  seront  les  lieux 
des  quatre  rentres  de  courbure  respectifs.  On  s'est  borné 
sur  la  fig.  3i  à  décrire  des  centres  fi,  ftt  et  û',  £l\  les 
profils  DD,  et  D'D',. 

89.  Pour  faciliter  l'emploi  de  sa  méthode,  M.  Willis 
a  imaginé  une  sorte  de  règle  graduée  qu'il  appelle  odonto- 
graphe  (PL  VII,  fig.  xo5).  Cet  appareil,  qui  est  rapporté 
au  pied  anglais,  aurait  besoin  de  subir  une  transformation 
pour  être  introduit  dans  les  ateliers  du  continent.  Voici  du 
reste  en  quoi  il  consiste. 

,  L'instrument  porte  sur  son  plus  grand  bord  une  double 
graduation  qui  part  du  zéro  et  s'étend  à  la  fois  vers  a  et 
vers  b.  Un  côté  oblique  s'éloigne  du  zéro  sous  l'angle  de 
75  degrés.  Enfin  la  règle  renferme  deux  tables,  A  et  B,  qui 
font  connaître  suiv  ant  le  pas  et  le  module  les  distances  du 
point  de  contact  des  cercles  primitifs  aux  deux  centres  de 
courbure  du  flanc  et  de  la  courbe.  Indiquons  maintenant 
la  manœuvre  de  l'appareil. 

On  marque  sur  le  cercle  primitif  C  un  pas  mm  que  l'on 
divise  en  deux  parties  égales  au  point  p  (Pi.  11,  fig.  3a). 
On  mène  les  rayons  o'm  de  ses  extrémités.  Puis  on  ap- 
plique sur  chacun  d'eux  le  bord  oblique  de  l'odonlo- 
graphe  en  faisant  affleurer  la  règle  graduée  à  l'extrémité 
correspondante  m.  Le  zéro  tombe  par  cela  même  au 
point  m.  On  trouve  dans  la  table  A  la  distance  m  v/  du 
centre  de  courbure  du  flanc  et  on  la  prend  sur  la  gradua- 
tion a,  de  manière  à  obtenir  le  point  w',  d'où  l'on  décrit 
le  cercle  D',.  On  lit  d'autre  part  dans  la  table  B  la  dis- 
tance mu'  du  centre  de  la  courbe  et  on  la  compte  sur  la 
graduation  b.  On  trouve  ainsi  le  point  w'd'où  l'on  décrit  le 
cercle  D'. 
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Il  est  clair,  en  effet,  que  la" position  de  gauche  reproduit 
identiquement  les  conditions  de  la  Jig.'Si.  Il  en  est  de 
même  pour  l'autre,  mais  par  rapport  au  point  y.'  qui  serait 
pris  symétriquement  de  l'autre  côté  de  m.  Il  est  nécessaire 
de  dédoubler  ainsi  l'opération,  attendu  que  sur  la  Jig.  3i 
les  cercles  des  dents  doivent  être  décrits  l'un  de  w'  par  le 
point  fi,  et  l'autre  de  w',  par  p,  qu'on  peut  confondre 
avec  p-,  tandis  qu'ici  les  deux  arcs  doivent  partir  du  même 
point  u.  (Jig*  3a),  ce  qui  oblige,  quand  on  veut  décrire  le 
second,  à  faire  touruer  toute  la  Jig.  3i  d'un  pas  vers  la 
droite. 
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CHAPITRÉ  VII. 

SURFACES  DES  ENGRENAGES. 


SI- 
AXES  PARALLÈLES. 

90.  Engrenages  cylindriques.  —  Revenons  maintenant 
aux  trois  dimensions  de  l'espace  que  la  matière  affecte  né- 
cessairement, et  proposons-nous  la  recherche  des  surfaces 
qui  doivent  limiter  les  dents. 

Nous  procéderons  pour  cela  comme  dans  le  problème 
des  engrenages  plans  en  ramenant  le  mouvement  relatif  des 
deux  corps  à  un  mouvement  absolu.  Il  faut  en  premier  lieu 
supposer  l'un  des  deux  au  repos  et  composer  à  chaque  in- 
stant sa  rotation  changée  de  sens  avec  celle  qui  appartient 
en  propre  à  l'autre  corps  (XXI).  Le  mouvement  continu 
peut  ensuite  être  assimilé  au  roulement  simple  ou  mixte 
de  deux  surfaces  réglées  Tune  sur  l'autre.  Mais  il  est 
nécessaire  à  cet  égard  de  distinguer  trois  cas,  suivant  que 
les  axes  sont  parallèles,  concourants,  ou  non-concourants. 

Lorsque  les  axes  sont  parallèles,  le  mouvement  résultant 
est  lui-même  une  rotation  autour  d'un  axe  situé  dans  la 
même  direction.  Il  s'effectue  à  chaque  instant  parallèle- 
ment à  un  plan  perpendiculaire  et  peut  dès  lors  être  assi- 
milé au  roulement  simple  des  deux  cylindres  qui  seraient 
décrits  par  l'axe  instantané  dans  l'espace  absolu  et  dans  la 
figure  mobile.  On  les  appelle  cylindres  primitifs. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport  des  vitesses  angu- 
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laires  doit  rester  constant,  on  reconnaîtra,  comme  au  §  4, 
que  ces  cylindres  sont  de  révolution. 

91.  La  solution  la  plus  naturelle  consiste  dès  lors  à 
adopter  pour  surfaces  des  dents  d'autres  cylindres  dont  les 
génératrices  soient  parallèles  à  celles  des  précédents.  Si 
Ton  coupe  alors  tout  le  système  par  uu  plan  perpendicu- 
laire, on  rentre  dans  le  problème  des  engrenages  plans,  et 
chacune  de  ses  solutions  pourra  être  reproduite  sous  la 
forme  actuelle  (Pl.  FH}Jig.  106  et  107). 

Dans  ces  engrenages  cylindriques,  le  contact  a  lieu  à 
chaque  instant  tout  le  long  d'une  même  génératrice. 

92.  Solution  générale.  —  Cette  combinaison,  quoique 
de  beaucoup  la  plus  usitée,  n'est  pourtant  pas  la  seule  ad- 
missible. 

Adaptons,  en  effet,  au  cylindre  primitif  C  une  surface 
quelconque  D,  effectuons  le  roulement  Je  C  sur  C  et  con- 
struisons l'enveloppe  D'  de  toutes  les  positions  de  D.  Ce 
sera  une  surface  constamment  tangente  à  D  et  qui  peut 
être  prise  pour  dent  conjuguée.  Le  contact  s'exerce  alors 
à  chaque  instant  tout  le  long  d'une  certaine  ligne  X. 

Si,  par  exemple,  la  dent  D  est  plane,  D' sera  une  surface 
développable  et  X  une  ligne  droite.  Si  elle  est  sphérique, 
D'  sera  une  surface  canal  et  X  uu  cercle.  Si  elle  est  cylin- 
drique, parallèle  aux  axes,  D'  sera  de  même  un  cylindre 
parallèle  aux  axes  et  X  une  génératrice.  On  retrouvera  ainsi, 
comme  cas  particulier,  la  solution  précédente. 

93.  Mais  on  peut  généraliser  encore  davantage.  En  effet, 
après  avoir  choisi  arbitrairement  une  surface  D,  traçons-y 
une  ligne  quelconque  à.  Lorsque  C  roulera  sur  C,  cette 
courbe  laissera  sur  la  surface  D'  une  trace  d' .  Imaginons 
maintenant  deux  surfaces  A  et  A'  qui  se  raccordent  tan- 
gentiellement  avec  D  et  D'  tout  le  long  de  d  et  0',  mais 

8. 
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quelconques  du  reste.  Elles  pourront  encore  former  un 
couple  de  dents  conjuguées. 

En  effet,  dans  une  position  quelconque  la  courbe  de 
contact  A  rencontre  £  en  un  certain  point  M.  C'est  lui 
qui  marque  actuellement  sa  trace  pour  former  un  point 
correspondant  de  d'.  Or  À  et  D  sont  tangentes  tout  le 
long  de  o  et  par  suite  en  M  ;  A'  et  D' le  sont  pour  la  même 
raison.  Mais  D  et  D'  se  raccordent  tout  le  long  de  A,  par 
conséquent  aussi  en  M,  ce  qui  montre  que  A  et  A'  se 
touchent  elles-mêmes  en  ce  point.  Ce  sont  donc  deux  sur- 
faces qui  restent  constamment  tangentes  pendant  le  mou- 
vement. Mais  le  contact  n'a  plus  lieu  alors  que  par  un  seul 
point. 

94.  Engrenage  de  roclement  (*).  — On  a  cherché  à 
construire  des  rouages  qui  fonctionnent  par  simple  roule- 
ment. Si  on  cherche  à  y  parvenir  en  employaut  le  contact 
tout  le  long  d'une  ligne,  la  question  est  posée  comme 
pour  le  problème  des  galets  et  reproduit  les  mêmes  solu- 
tions (chap.  I  et  II). 

Si  on  emploie  au  contraire  le  contact  par  un  seul  point, 
il  suffit,  pour  qu'il  y  ait  roulement,  que  ce  point  appar- 
tienne à  Taxe  instantané,  c'est-à-dire  que  le  contact  ne 
sorte  jamais  des  cylindres  primitifs.  D'après  cela,  traçons 
sur  C  une  courbe  quelconque  d  et  envisageons  la  tracer/' 
qu'elle  imprime  sur  C  par  le  roulement.  Menons  dans 
une  direction  quelconque  oblique  sur  les  cylindres  un  élé- 
ment rectiligne  infiniment  court  par  le  point  commun  à  d 
et  d' qui  appartient  à  Taxe  instantané  actuel.  Si  nous  fai- 


(*)  Ces  organes  sont  à  proprement  parter  des  galets;  mais  ils  se  distin- 
guent de  ceux  que  nous  avons  déjà  étudiés  (chap.  I  et  II)  en  ce  que  le  con- 
tact n'a  plus  lieu  que  par  un  point  et  non  suivant  une  ligne.  J'ai  préfère, 
pour  cette  raison,  les  séparer  nettement  des  précédents  et  les  laisser  à  cette 

place,  où  ils  se  présentent  très-naturellement. 

« 
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sous  cela  pour  chaque  instant  en  laissant  même  varier  d'une 
manière  continue  l'inclinaison  de  cet  élément,  nous  décri- 
rons par  rapport  aux  deux  corps  deux  zones  inûniment 
étroites  qui  se  touchent  constamment  sur  les  cylindres  pri- 
mitifs. En  effet,  elles  ont  actuellement  en  commun  l'élé- 
ment qui  les  décrit  toutes  les  deux,  et  celui  qui  appartient 
à  la  fois  à  det  df.  Cela  fait,  si  nous  prolongeons  arbitraire- 
ment l'élément  générateur  par  deux  courbes  quelconques  (S) 
et  (£>'  qui  soient  seulement  assujetties  à  varier  elles-mêmes 
d'une  manière  continue,  elles  décriront  deux  surfaces  D 
et  D'  qui  remplissent  les  conditions  voulues. 

95.  Exemple.  —  Engrenage  de  JVhite,  —  Cet  appareil 
a  été  réalisé  par  Hooke  et  construit  de  nouveau  par  White 
en  simplifiant,  autant  que  possible,  les  moyens  de  solution. 

Les  cylindres  primitifs  sont  circulaires  (Pl.  VII, 
fig.  108).  La  directrice  d  est  une  hélice,  il  en  est  par  suite 
de  même  de  d! .  L'élément  générateur  garde  constamment 
la  même  inclinaison  et  reste  situé  dans  le  plan  des  deux 
axes.  Il  décrit  ainsi  deux  zones  tangentes  à  des  héliçoïdes 
gauches.  L'engrenage  de  White  est  donc  celui  de  deux  vis 
excessivement  étroites  ou  mieux  de  deux  surfaces  se  rac- 
cordant avec  elles  le  long  d'une  hélice.  On  l'appelle  aussi 
engrenage  de  roulement  ou  engrenage  de  précision.  On 
ne  l'emploie  guère,  en  effet,  que  dans  les  appareils  de 
précision,  car  il  est  alors  encore  plus  nécessaire  d'atténuer 
les  frottements,  et  dans  les  machines  de  force,  la  pression 
mutuelle  ne  s'exerça  m  que  par  un  seul  point  désorganise- 
rait la  matière  dans  les  environs. 

M.  Breguct  a  employé  avec  succès  ces  engrenages  pour 
réaliser  des  vitesses  angulaires  tout  à  fait  exceptionnelles, 
d'environ  huit  mille  tours  par  seconde. 
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SU- 
AXES  CONCOURANTS. 

9G.  Engrenages  coniques.  —  Lorsque  les  deux  axes  se 
rencontrent  en  un  même  point,  le  mouvement  relatif,  s'ef- 
fectuant  autour  d'un  point  fixe  qui  est  l'intersection  des 
deux  axes,  peut  être  assimilé  au  roulement  simple  de  deux 
cônes  qui  seraient  les  lieux  de  Taxe  instantané  dans  l'es- 
pace absolu  et  dans  la  figure  mobile  (XI).  On  les  appelle 
cônes  primitifs.  Nous  en  avons  vu  la  théorie  sous  le  titre  de 
galets  canin  nés. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires est  constant,  ces  cônes  sont  de  révolution  (4). 

97.  La  solution  la  plus  naturelle  consiste  dès  lors  à 
adopter  pour  surfaces  des  dents  d'autres  cônes  ayant  le 
même  sommet  et  des  directrices  convenables.  On  les  ap- 
pelle engrenages  coniques  ou  roues  (Vangle  (Pl.  Fil, 
fig.  109).  Si  l'on  coupe  tout  l'ensemble  par  une  sphère 
concentrique  d'un  rayon  quelconque,  on  n'aura  plus  à 
considérer  que  les  traces  de  ces  diflérents  cônes. 

Nous  nous  trouvons  ainsi  ramenés  à  établir  une  théorie 
des  engrenages  sphériques  semblable  à  celle  des  engrenages 
plans.  Ses  raisonnements  seraient  identiques  à  ceux  que 
nous  avons  exposés,  et  je  ne  m'arrêterai  pas  à  les  dévelop- 
per de  nouveau.  Il  suffira  de  remplacer  partout  les  droites 
par  des  arcs  de  grands  cercles,  les  épicycloïdes,  les  dévelop- 
pantes, etc.,  par  des  épicycloïdes  sphériques,  des  dévelop- 
pantes sphériques,  etc. 

Ajoutons  que,  pour  compléter  la  solution  de  la  question, 
l'intervention  des  procédés  de  la  Géométrie  descriptive  de- 
vient nécessaire.  Le  problème  est  posé  dans  chaque  cas  par 
la  théorie  qui  précède,  et  c'est  à  cette  science  qu'il  appar- 
tient de  déterminer  d'après  cela  les  projections  des  roues 
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et  le  développement  des  panneaux.  Ces  détails  se  trouvent 
dans  tous  les  ouvrages  qui  traitent  des  Applications  do  la 
Géométrie  descriptive. 

98.  J'indiquerai  ici  de  préférence  un  procédé  beaucoup 
plus  simple,  dù  à  Tredgold,  à  la  vérité  approximatif,  mais 
Iç  seul  usité  dans  la  pratique.  Nous  le  restreignons,  bien 
entendu,  au  cas  des  cônes  primitifs  circulaires.  H  est 
fondé  sur  ce  que,  pour  des  raisons  que  nous  avons  expli- 
quées (XXV),  les  dents  sont  toujours  petites,  de  sorte  que 
le  contact  s'éloigne  peu  des  cônes  primitifs  et  du  plan  des 
axes. 

Représentons  ces  derniers  (PLII,Jig.  33)  par  AOP  et 
AO'P'  et  par  AftR  Taxe  résultant  qui  forme  actuellement 
l'arètc  de  contact  des  cônes  primitifs  QAR,  Q'AR.  Menons, 
par  le  point  R,  deux  plans  à  angle  droit  sur  les  axes.  Ils  dé- 
terminent dans  les  cônes  deux  bases  circulaires  projetées 
sur  QR,  Q'R.  J'élève  encore  un  autre  plan  perpendiculaire 
sur  celui  de  la  figure  suivant  PRP'.  Puis  je  prends  ses 
points  d'intersection  P  et  P'  avec  les  axes  comme  sommets 
de  deux  autres  cônes  qui  auront  pour  directrices  les  cercles 
QR  et  Q'R,  et  seront  ainsi  opposés  base  à  base  avec  les 
cônes  primitifs.  Ces  cônes  auxiliaires  auront  pour  plan 
tangent  commun  le  plan  PRP7,  et,  si  on  leur  fait  suivre  le 
mouvement  des  cônes  primitifs,  l'arête  de  contact  PRP' 
s'écartera  peu  de  ce  plan  pendant  toute  la  durée  du  passage 
d'un  couple  de  dents,  puisque  nous  l'avons  supposée  très- 
courte.  On  peut  donc  admettre,  par  approximation,  que 
les  choses  se  passent  pour  les  engrenages  sphériques  comme 
elles  te  passeraient  pour  des  engrenages  plans  tracés  dans 
ce  plan  PRP'. 

On  n'aura,  d'après  cela,  qu'à  supposer  les  cônes  auxi- 
liaires développés  suivant  les  secteurs  QRP  et  QrRP'(P/.  JJt 
fi«.  34),  et  à  appliquer  textuellement  la  théorie  des  engre- 
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nages  plans  et  les  divers  modes  de  tracé  qu'elle  nous  a  four- 
nis. La  seule  particularité  qu'il  soit  nécessaire  d'observer 
consiste  à  prendre  pour  pas  une  partie  aliquote  des  secteurs 
primitifs,  et  non  de  leurs  circonférences  entières.  Si  on 
enroule  après  coup  les  deux  parties  de  l'épure  sur  les  cônes 
auxiliaires,  on  obtiendra  les  directrices  des  dents. 

99.  Solution  générale.  —  En  reproduisant  textuelle- 
ment les  raisonnements  des  §§  92  et  93  avec  la  précaution 
d'y  remplacer  les  cylindres  par  les  cônes  primitifs,  on  for- 
mera des  solutions  plus  générales  dans  lesquelles  le  con- 
tact s'effectuera,  soit  suivant  une  ligne,  soit  par  un  seul 
point. 

On  peut  encore,  comme  au  §  94,  obtenir,  pour  le  cas  des 
axes  concourants,  des  engrenages  qui  fonctionnent  par 
simple  roulement.  Il  est  important  de  signaler  leur  exis- 
tence, car  on  n'en  saurait  plus  trouver  de  semblables  dans 
le  cas  qu'il  nous  reste  à  considérer. 

S  ni. 

AXES  NON  CONCOURANTS. 

100.  Solution  générale.  —  Lorsque  les  deux  axes  ne 
sont  pas  situés  dans  le  même  plan,  le  mouvement  résul- 
tant peut  être  reproduit  par  le  roulement  mutuel  de  deux 
surfaces  réglées  qui  sont  les  lieux  de  l'axe  spontané  dans 
l'espace  absolu  et  dans  la  figure  mobile,  ce  roulement  étant 
accompagné  à  chaque  instant  d'un  glissement  le  long  de 
la  génératrice  autour  de  laquelle  il  s'effectue  (XIII). 

La  détermination  de  ces  surfaces  est  facile  dans  le  cas  où 
le  rapport  des  vitesses  angulaires  doit  rester  constant.  En 
effet,  pour  chacune  d'elles  la  génératrice  conserve,  par 
rapport  à  l'axe,  une  distance  et  une  inclinaison  constantes; 
car  ces  deux  éléments  ne  dépendent,  d'après  la  règle  de  la 


Digitized  by 


SURFACES  DES  EKGKEJfAGES.  121 

composition  des  rotations  (XIX), que  de  la  position  respec- 
tive des  axes  et  du  rapport  des  vitesses  angulaires.  Ce  sont 
donc  des  surfaces  gauches  de  révolution  ou  des  Ityperbo- 
lo'ides  de  révolution  à  une  nappe.  Nous  les  appellerons 
liyperboloides  primitifs. 

Ce  mode  de  communication  est  employé  depuis  long- 
temps dans  les  filatures,  ou  du  moins  on  y  voit  des  organes 
construits  à  peu  près  sur  ce  modèle  et  munis  de  stries  pour 
mieux  assurer  la  transmission  du  mouvement  (*). 

101.  En  reproduisant  pour  les  surfaces  réglées  primi- 
tives les  raisonnements  qui  ont  été  faits  déjà  pour  les  cy- 
lindres (92  et  93)  et  pour  les  cônes  primitifs  (99),  nous 
obtiendrons  des  solutions  générales  dans  lesquelles  le  con- 
tact s'effectuera,  soit  suivant  une  ligne,  soit  par  un  seul 
point. 

11  est  bien  essentiel  de  remarquer  qu'où  ne  pourra  plus, 
comme  ci-dessus  (94  et  99),  obtenir  des  engrenages  qui 
fonctionnent  par  simple  roulement.  11  faudrait,  en  effet, 
pour  cela  que,  dans  le  mouvement  relatif,  les  points  de 
contact  eussent  une  vitesse  nulle;  or  ce  mouvement  est  à 
chaque  instant  hélicoïdal  (XIX)  et  ne  peut  jamais  se  réduire 
à  une  rotation  simple.  Par  suite,  ceux  des  points  pour  les- 
quels la  vitesse  est  minimum  sont  les  points  de  l'axe  spon- 
tané, et  ils  possèdent  encore  le  mouvement  de  translation 
de  cette  espèce  de  vis  le  long  de  son  écrou  (*). 


(l)  M.  Bélanger  a  appelé  l'altenlion  sur  ces  appareils  dans  une  Noie  insé- 
rée aux  Comptes  rendu*  de  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du  28  jan- 
vier 1861. 

(*  )  C'est  pour  cette  raison  que  les  surfaces  réglées  des  galets  sont  néces- 
sairement des  cônes  ou  des  cylindres  (2).  En  effet,  les  axes  devant  être, 
pour  que  le  roulement  soit  possible,  concourants  ou  parallèles,  leur  point 
de  concours  est  immobile;  il  appartient  donc  à  tous  les  axes  instantanés,  et 
ceux-ci,  c'eat-à-dire  les  génératrices,  ne  peuvent  former  qu'un  cône  ou 
com  tne  limite  un  cylindre. 
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Il  ne  se  présente  pas  non  plus  dans  ce  cas  de  solution 
générale  aussi  naturellement  indiquée  que  celle  des  engre- 
nages cylindriques  et  coniques  pour  les  précédents.  On  ne 
peut  que  recourir  à  des  combinaisons  particulières  que  je 
vais  indiquer,  et  pour  lesquelles  on  suppose  les  cylindres 
primitifs  circulaires. 

11  serait,  du  reste,  à  peu  près  inutile  de  se  livrer  k  des 
recherches  par  trop  compliquées  sur  ce  sujet,  car  on  peut 
toujours  éviter,  dans  la  composition  des  machines,  d'avoir 
à  considérer  des  axes  non-concourants.  Il  suffît  pour  cela 
de  les  relier  par  un  arbre  intermédiaire  qui  les  rencontre 
tous  les  deux,  et  d'établir  entre  lui  et  chacun  des  proposés 
deux  répétitions  de  roues  d'angle. 

102.  Exemple  I.  —  Fis  sans  fin.  —  On  emploie  depuis 
Pappus  (*)  l'engrenage  de  la  vis  sans  fin  pour  réunir  deux 
axes  non-concourants  rectangulaires.  On  adopte  arbitraire- 
ment pour  l'un  d'eux  un  héliçoïde  gauche  à  plan  directeur 
ou  surface  de  vis  à  filet  carré.  Il  est  alors  facile  de  trouver 
la  surface  conjuguée. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  celui  qui  serait  mené  par 
Taxe  O  de  la  vis  à  angle  droit  sur  celui  O'  de  la  roue 
(PL  III,  fig.  35).  L'héliçoïde  sera  actuellement  coupé  par 
ce  plan  suivant  une  certaine  génératrice  D.  La  rotation 
aura  pour  effet  d'amener  successivement  différentes  géné- 
ratrices dans  le  plan,  de  sorte  que  la  trace  de  la  surface  sera 
une  droite  animée  d'un  mouvement  de  translation  ou,  si 
Ton  veut,  le  flanc  d  une  crémaillère  C.  Or,  si  les  surfaces 
sont  constamment  tangentes,  il  eu  doit  être  de  même  de 
leurs  traces.  Par  suite,  celle  de  la  surface  inconnue  doit  être 
la  dent  de  la  roue  conjuguée  de  la  crémaillère  à  flancs,  c'est- 
à-dire  (76)  une  développante  D'  du  cercle  primitif  C. 


(')  Pappcs,  Collectiom  mathématiques,  liv.  VIII,  prop.  aij. 
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Mais  il  ne  suffit  pas  pour  que  les  surfaces  engrènent 
que  leurs  traces  restent  en  contact.  Il  faut  encore  que  les 
deux  pians  tangents  coïncident.  Or  le  point  de  contact  se 
trouve  (75)  en  M  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  Q.  sur  la  dent  D.  I)  parcourt  donc  la  droite  C.  Mais  le 
long  d'une  droite  parallèle  à  Taxe  d'un  héliçoïde  à  plan 
directeur  le  plan  tangent  reste  parallèle  à  lui-même.  Ainsi 
donc  le  plan  tangent  à  la  vis  qui  doit  coïncider  avec  celui 
de  la  dent  de  la  roue  garde  une  inclinaison  constante  sur  le 
plan  de  la  figure. 

On  peut,  d'après  cela,  considérer  la  dent  conjuguée 
tomme  l'enveloppe  d'un  plan  dont  la  trace  reste  tangente  à 
une  développante  de  cercle,  et  qui  conserve  une  inclinai- 
son constante  sur  le  plan  de  cette  développante  (').  L'in- 
variabilité de  cette  inclinaison  montre  que  l'intersection  de 
deux  plans  consécutifs  fera  elle-même  un  angle  constant 
avec  le  plan  de  base.  L'arèle  de  rebroussement  sera  donc 
déjà  une  courbe  d'égale  pente.  De  plus  cette  intersection 
doit  couper  le  plan  de  base  a  la  rencontre  des  deux  traces 
consécutives,  ou  au  point  M  de  l'enveloppe.  Enfin  elle  est 
évidemment  perpendiculaire  sur  cette  trace  D  et  se  projette 
par  suite  à  angle  droit  en  MU,  c'est-à-dire  sur  la  tangente 
au  cercle  C  Mais  si  la  projection  de  la  génératrice  enve- 
loppe ce  cercle,  Tarête  de  rebroussement  est  tracée  sur  le 
cylindre  dont  il  forme  la  base,  et  comme  elle  a  déjà  une 
inclinaison  constante,  il  s'ensuit  que  cette  courbe  est  une 
hélice.  La  surface  conjuguée  est  donc  un  héliçoïde  déve- 
loppable. 


(')  Il  n'est  pas  mémo  indispensable  d'adopter  la  surface  déveluppable 
qui  forme  l'enTeloppe  du  plnn  mobile.  Toute  surface  se  raccordant  avec 
elle  le  long  de  la  développante  satisferait  également  à  la  question,  puisque 
le  contact  a  toujours  lieu  sur  cette  courbe.  On  rencontre  souvent  des  pignons 
creusés  en  forme  de  gorge  de  manière  à  épouser  plus  complètement  la  forme 
de  la  vis. 
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103.  On  donne  souvent  à  la  vis  plusieurs  filets  distincts, 
ce  qui  se  fait  en  disposant  plusieurs  vis  égales  à  des  inter- 
valles égaux  qui  soient  une  même  fraction  de  leur  pas 
commun. 

Si  l'on  imagine,  d'après  cela,  un  cylindre  d'un  diamètre 
notable  sur  lequel  on  a  taraudé  un  grand  nombre  de  filets, 
et  qu'au  lieu  de  lui  laisser  une  longueur  de  plusieurs  pas  en 
forme  de  vis  sans  fin,  on  le  coupe  par  deux  plans  assez  rap- 
prochés qui  ne  laissent  sur  chaque  filet  qu'une  fraction  de 
spire,  on  obtient  une  véritable  roue  qui  porte  le  nom  d'e/i- 
grenage  hélicoïdal,  et  dont  la  nature  géométrique  est  la 
même  que  celle  de  la  vis  sans  fin. 

104.  Exemples  II  et  III. — Engrenages  d'Olivier. — 
Considérons  maintenant  deux  axes  quelconques  O,  O'  dont 
le  premier  peut  toujours  être  supposé  vertical.  Menons 
un  plan  P  qui  leur  soit  parallèle  et  décrivons  autour  des 
axes  deux  cylindres  de  révolution  C,  C  tangents  à  ce 
plan. 

Figurons  la  projection  Oi  de  Taxe  O  sur  P  et  enroulons- 
la  sur  le  cylindre  C  en  forme  d'hélice  h'.  On  adopte  pour 
Taxe  O'  l'héliçoïde  développable  H'  dont  elle  serait  l'arête 
de  rebroussement  et  dont  C  forme  le  cylindre  de  jour.  Le 
plan  P  tangent  à  C  coupe  cet  héliçoïde  suivant  une  généra- 
trice qui  n'est  autre  que  O,.  La  rotation  de  C  amènera 
d'ailleurs  successivement  dans  ce  plan  diverses  génératrices 
qui  toutes  viendront  se  placer  verticalement,  car  ce  sont  les 
tangentes  d'une  même  hélice,  et  Tune  d'elles  O,  est  verti- 
cale. Le  plan  tangent  à  H'  est  le  plan  osculateur  de  son 
arête  de  rebroussement  h'.  Or  le  plan  osculateur  d'une  hé- 
lice est  déterminé  par  la  condition  de  contenir  la  tangente 
0|  de  cette  courbe  et  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  P 
de  son  cylindre.  C'est  donc  un  plan  vertical  perpendiculaire 
à  P.  Ainsi  le  plan  tangent  se  transporte  parallèlement  à  lui- 
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même  et  peut  être  considéré  comme  le  flanc  d'une  crémail- 
lère. Par  conséquent  (82)  la  surface  conjuguée  est  celle 
d'une  roue  cylindrique  à  développantes. 

105.  On  peut  aussi  construire  un  autre  modèle  dans  le- 
quel les  deux  roues  soient  de  môme  nature.  On  trace  pour 
cela  dans  le  plan  P  une  droite  quelconque  qu'on  enroule 
sur  C  et  C  sous  forme  de  deux  hélices  h  et  /i',  puis  on 
adapte  aux  axes  O  et  O'  les  héliçoïdes  développables  H 
et  H'  dont  elles  sont  les  arêtes  de  rebrou ssemen t.  Ces  sur- 
faces couperont  le  plan  P  suivant  une  de  leurs  génératrices 
qui  sera  pour  toutes  les  deux  la  droite  d.  Leurs  plans  lan- 
gents  devant  l'avoir  pour  trace  et  être  perpendiculaires  à  P 
coïncideront,  et  par  suite  ces  deux  surfaces  engrèneront 
continuellement. 

Cette  combinaison  a  été  réalisée  par  M.  Venniu,  à  Lille, 
dans  une  machine  à  fraiser  les  engrenages. 
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« 


CHAPITRE  Vm. 

TRAINS  D'ENGRENAGES. 


SI- 
MÉTHODE  EXACTE. 

« 

106.  Cherchons  maintenant  à  apprécier  le  rôle  des  en- 
grenages dans  la  composition  des  machines.  Nous  les  ran- 
gerons, à  cet  égard,  dans  les  trois  groupes  suivants  : 

Première  catégorie.  —  Trains  ordinaires. 

Deuxième  catégorie.  —  Trains  épicycloïdatix . 

Troisième  catégorie.—  Trains  irréguliers. 

Dans  la  première  catégorie  chaque  roue  tourne  autour 
de  son  centre,  et  le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  con- 
stant. Il  s'agit  de  l'évaluer  pour  un  train  quelconque. 

Je  supposerai  d'abord  un  f/aiw  j/mp/e,  c'est-à-dire  com- 
posé uniquement  de  deux  roues  dont  la  plus  grande  est 
appelée  à  proprement  parler  la  roue,  et  l'autre  le  pignon. 
Les  rotations  seront  de  même  sens  ou  de  sens  contraire, 
suivant  que  les  engrenages  seront  intérieurs  (')  ou  exté- 
rieurs. Nous  savons  (3)  que  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires est  égal  à  l'inverse  de  celui  des  rayons  des  cercles  pri- 
mitifs. Mais  les  rayons  sont  comme  les  circonférences  et 


(*)  Les  engrenages  intérieurs  sont  peu  employés,  attendu  qu'ils  ne  com- 
portent pas  le  tracé  à  flancs  réciproques  (81)  et  que,  de  plus,  on  ne  peut  les 
installer  qu'a  un  bout  d'arbre.  Si,  en  effet,  leur  arbre  les  traversait  de  part 
en  part,  il  s'engagerait  dans  les  rayons  do  la  grande  roue. 
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celles-ci  comme  les  modules  n  et  n',  car  le  pas  est  le  même 
pour  les  deux.  On  peut  donc  écrire 

ou  sous  cette  autre  forme 

fl(ù  =  /l'w'. 

La  substitution  des  modules  aux  rayons  primitifs  est  avan- 
tageuse en  ce  qu'il  est  toujours  aisé  de  compter  les  dents 
d'une  roue,  tandis  que  son  rayon  primitif  peut  être  diffi- 
cile à  apercevoir  ou  n'être  pas  accessible. 

107.  Considérons  maintenant  un  train  complexe  quel- 
conque. Je  supposerai  une  série  de  À  -I-  i  arbres, 

A«,    A,,    À,,    A,...A*__3,     A*_,,    À*_,,  A*, 

dont  je  représente  les  vitesses  angulaires  par 
o>,,    w,,    wa,    &>,...&>*_,,  w*_„ 

On  installe  sur  chaque  arbre  intermédiaire  une  roue  et  un 
pignon  de  modules  N  etn.  Mais  les  deux  arbres  extrêmes 
ne  portent  l'un  qu'une  roue  et  l'autre  qu'un  pignon.  Nous 
représenterons  un  tel  équipage  de  la  manière  suivante,  en 
plaçant  sur  la  môme  ligne  horizontale  les  deux  roues  qui 
engrènent  ensemble  et  sur  la  même  verticale  celles  qui  sont 
montées  sur  le  même  arbre.  • 

N„  ff. 

Ni  

N5  n3 


N|_3  /!*_, 

N*_î  /!*__, 

Ni-i  nt. 
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Si  nous  appliquons  à  chaque  couple  l'équation  précédente, 
il  viendra 

N,w0=r  ( 


Pour  éliminer  les  inconnues  auxiliaires,  il  suffit  de  mul- 
tiplier membre  à  membre.  Il  vient  ainsi 

d'où  on  tire  le  rapport  cherché 

Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  roues  seraient  iden- 
tiques, ainsi  que  les  pignons,  la  formule  devient 

==(«)'• 

108.  On  peut,  au  sujet  d'un  équipage  de  roues,  se  pro- 
poser deux  problèmes  distincts. 

En  premier  lieu,  un  train  étant  construit,  déterminer 
son  rapport  de  vitesses.  Cette  question  ne  présentera  aucune 
difficultés  puisqu'il  suffit  d'évaluer  les  nombres  de  dents  et 
de  les  substituer  dans  la  formule  précédente. 

On  peut  inversement  chercher  à  construire  un  équipage 
qui  réalise  un  rapport  donné.  Ce  problème,  beaucoup  plus 
difficile,  exigera,  au  contraire,  d'assez  grands  développe- 
ments. Je  commencerai  par  prendre  un  exemple  de  l'un 
et  de  l'autre. 
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Exemple  I.  —  Comme  exemple  du  premier  problème, 
nous  chercherons  le  rapport  de  vitesses  dans  la  machine 
à  aléser  les  cylindres. 

Sur  un  arbre  P  est  calée  une  roue  A  de  m  dents,  plus 
loin  un  manchon  B  de  n  dents  taraudé  en  écroù  à  son  in- 
térieur et  monté  librement  sur  le  même  arbre  fileté  en  vis; 
il  est  pris  d'ailleurs  entre  les  joues  fixes  d'un  palier,  de  ma- 
nière a  ne  pouvoir  que  tourner  sur  place,  tandis  que  l*arbrc 
a  la  faculté  de  se  transporter  dans  sa  longueur.  De  cette 
manière  l'arbre  et  lui  peuvent  tourner,  mais  si  ce  n'est 
pas  de  la  même  quantité,  le  premier  sera  obligé  de  se  trans- 
porter dans  sa  propre  direction.  Sur  un  arbre  parallèle  P 
sont  calés  un  long  pignon  ( 1  )  A 'de  m  -f- 1  dents  et  une  roue  B' 
de  n  dents. 

j\ous  avons  donc  là  un  train  de  trois  arbres,  le  premier 
•    est  P,  le  second  P'  et  le  dernier  le  manchon  concentrique 
à  P,  mais  indépendant.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires 
sera  par  suite 

w„          m.n   ^  i 

w,      (  m  -f- 1  ) .  n  m  +  i 

Il  s'en  faut  donc  de  la  quantité  —  ~  ■  que  l'arbre  et  le 

manchon  exécutent  tour  pour  tour,  et,  par  suite,  le  premier 
éprouvera  pour  chaque  révolution  un  déplacement  longi- 
tudinal de   du  pas  de  la  vis. 

On  prend  en  général  m  assez  grand  et  le  pas  assez  faible, 
et  on  obtient  ainsi  un  déplacement  extrêmement  lent.  Ce 
mécanisme  est  appelé,  pour  cette  raison,  engrenage  diffé- 
rentiel. 


(')  On  appelle  long  pignon  une  roue  dont  les  denU  présentent  une 
grande  longueur,  suivant  les  génératrices,  ou  en  quelque  sorte  un  cylindre 
cannelé.  De  cette  manière,  une  autre  roue  peut  se  transporter  dans  toute  sa 
longueur  sans  cesser  d'engrener  avec  lui. 

9 
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Exemple  II.  ; —  Comme  exemple  dn  second  problème, 
je  chercherai  les  rayoos  que  l'on  doit  donner  aux  roues 
d'une  cisaille  à  recéper  les  pieux  (Pl.  VII,  fig*  1 10). 

Les  deux  branches  de  cette  cisaille  sont  montées  sur  un 
même  arbre  et  munies  de  secteurs  R,  r.  Sur  un  autre  arbre 
sont  installées  deux  roues  IV  et  r'  qui  engrènent  avec  ces 
derniers.  De  plus,  on  se  propose  de  faire  mouvoir  les  deux 
branches  en  sens  inverses  et  avec  la  même  vitesse.  Pour  cela 
l 'un  des  engrenages  doit  être  intérieur  et  l'autre  extérieur, 
et  le  rapport  des  vitesses  angulaires  égal  à  l'unité. 

On  posera  donc,  en  appliquant  la  formule  fondamentale 
et  substituant  les  rayons  primitifs  aux  modules, 

R  r' 

c'est-à-dire 

R  _  R' 

Si  on  joint  à  cette  relation  la  condition  de  tangence 

R  —  r  =  R'  -f-  r', 

on  eu  lire,  pour  les  secteurs  en  fonction  des  roues  , 

fl-R'+rV  R'-hr' 
K  —  7T>  17  K  »     r—  ~   ' 


R' —  r'     '  R'— r 

ou  pour  les  roues  en  fonction  des  secteurs, 

R  4-  r  R  -h  r 

109.  Problème  de  Youkg.  —  Proposons- nous,  dans 
les  conditions  les  plus  générales,  de  réaliser  un  rapport 
donné  de  vitesse.  Il  est  clair  que  le  rapport  proposé  ne 
peut  être  que  celui  de  deux  nombres  entiers,  puisque  ses 
termes  sont,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  produit  de  pa- 
reils nombres. 

Si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  très-simples, 
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c'est-à-dire  ni  trop  grands  ni  trop  petits  ( !),  on  pourra  se 
contenter  d'une  roue  et  d'uu  pignon  dont  ils  seront  les 
modules. 

Si  on  a,  au  contraire,  des  nombres  assez  considérables, 
l'emploi  d'un  équipage  complexe  est  indispensable.  La  so- 
lution la  plus  naturelle  consiste  alors  à  supposer  toutes  les 
roues  identiques  entre  elles,  ainsi  que  les  pignons. 

Si  nous  représentons  par  a  le  rapport  de  vitesses  qu'il 
s'agit  de  réaliser  et  par  x  le  rapport  arbitraire  des  mo- 
dules 

w„  n 

—  =  a .     —  =  x. 

la  formule  (i)  devient 

a  =  x*, 

ou,  en  résolvant  à  l'aide  des  logarithmes  népériens, 

La 

Young  a  cherché  à  déterminer  x  par  la  condition  de 
rendre  minimum  le  nombre  total  des  dents  du  train  : 

A :(n  -f-  N)  =  A  (No:  -h  N)  =  Â  S  (i  +*)  =  N.La.  l^tî  . 
Égalons  pour  cela  sa  dérivée  à  zéro, 

I  -h  X 

Lx  — 

N.Lo.  —  =  o. 

L3.t 


(*)  Il  y  a,  en  effet,  un  minimum  qu'on  ne  peut  dépasser  sans  rendre  le 
tracé  de  l'épure  impossible.  Des  calculs  assez  compliqués  ont  fourni  à  Sa- 
rsry  les  limites  suivantes,  dans  lesquelles  p  désigne  le  rapport  des  modules 
de  la  roue  et  du  pignon  : 

7  ■+-  !\p    engrenage  à  lanterne; 
16  -f-  zp    engrenoge  â  développantes; 
10(1  -+-  p)    engrenage  à  flancs. 
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N  ne  saurait  être  nul,  non  plus  que  La,  puisque  a  n'est 
jamais  l'unité,  sans  quoi  il  n'y  aurait  pas  problème.  De 
plus  Lx  ne  peut  être  infini .  ce  qui  exigerait  que  x  fut  nul 
ou  infini,  c'est-à-dire  que  n  ou  N  fussent  nuls.  Il  faut  donc 
poser 

i 

Li=H —  • 
x 

En  résolvant  par  approximation  ectte  équation  trans- 
cendante, on  trouve 

x  =  3,59. 

Si  Ton  prend  la  valeur  3, 60,  elle  s'exprimera  par  le  rap- 
port des  nombres  18  et  5  ou  36  et  10,  parfaitement  conve- 
nables comme  modules  d'une  roue  et  d'un  pignon. 

En  formant  les  puissances  successives  de  ce  nombre, 
nous  trouverons 

A=    1         1         3          4  5... 
fl  =  x*==3,6o    12,96    46*66    167,98  604,73  

Si  donc  le  rapport  proposé  a  précisément  l'une  de  ces  va- 
leurs, la  meilleure  solution  sera  celle  de  Young,  dans  la- 
quelle on  fera  en  trer  un  nombre  de  roues  de  36  et  de  pignons 
de  10  fourni  par  la  valeur  correspondante  de  l\ 

HO.  S'il  en  est  autrement,  le  rapport  proposé  ne  doit 
pas  cesser  d'être  exprimé  par  une  fraction  ordinaire  que 
l'on  peut  toujours  supposer  irréductible.  On  en  décompo- 
sera les  termes  en  leurs  facteurs  premiers'  (l).  S'il  s'en 
trouve  le  même  nombre  au  numérateur  et  au  dénominateur 
et  qu'ils  ne  soient  ni  trop  grands  ni  trop  petits,  on  les 
prendra  pour  modules  d'après  la  formule  générale. 

Sinon  on  aura  la  ressource  de  multiplier  les  deux 
termes  de  la  fraction  par  tels  facteurs  que  l'on  voudra. 


(')  Pour  faciliter  cette  opération,  je  placerai  ici  la  liste  des  169  nombres 
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Puis  Ton  fondra  par  multiplication  ces  coefficieuts  avec  les 
précédents,  de  manière  à  obtenir  aux  deux  lermes  le  même 
nombre  de  facteurs  convenables  pour  former  des  modules. 
Il  y  a  là  un  tâtonnement  et  un  arbitraire  impossibles  à 
éviter. 

On  peut  encore  combiner  les  facteurs  qui  se  trouvent  en 
trop  avec  l'unité  placée  dans  l'autre  terme,  en  faisant  en- 
grener des  vis  sans  fin  à  un  seul  filet  avec  des  roues  dont  les 
modules  soient  représentés  par  ces  facteurs. 

$  il 

MÉTHODE  D'HUYGHENS. 

111.  Si  les  deux  termes  ont  de  trop  grands  facteurs  pre- 
miers, ou  si  le  rapport  est  incommensurable,  on  ne  peut 


premiers  inférieur»  à  iooo,  qui  suffit  pour  décomposer  les  nombres  du  pre- 
mier million  : 


'» 

3, 

5, 

7» 

"i 

13, 

»7> 

'9, 

33 

*9, 

3., 

37, 

4», 

43, 

47, 

53, 

59, 

61, 

67 

7', 

73, 

79» 

83, 

89, 

97, 

101 , 

io3, 

107, 

109 

n3, 

127, 

i3i  , 

137, 

'39, 

■49s 

1 5 1 , 

157, 

i63, 

167 

173, 

«79» 

181, 

•9', 

193, 

'97» 

«99» 

311, 

333, 

337 

a33, 

*39, 

a4i, 

a5i , 

î57, 

a63, 

369, 

371, 

*77 

381, 

383, 

293» 

3o7, 

3 1 1 , 

3i3, 

3i7, 

33i, 

337, 

347 

349» 

353, 

359, 

367, 

373, 

379, 

383 , 
443, 

38g, 

397». 

4o  c 

4o9» 

4'9» 

4oi, 

43t, 

433, 

439, 

449, 

457, 

46. 

463, 

467, 

479» 

487, 

49», 

499» 

5o3, 

509, 

531, 

533 

54", 

547, 

557, 

563, 

569, 

571, 

577» 

587, 

593, 

•r>99 

601 , 

607, 

6i3, 

617, 

6'9» 

63i, 

64', 

643, 

647, 

653 

659, 

661, 

673, 

<>77> 

683, 

69», 

7°', 

709, 

7'9, 

737 

733 , 

739, 

743, 

751, 

757, 
827, 

761, 

769, 

773, 

787, 

797 

809, 

8it, 

821, 

823, 

8^9, 

839, 

853, 

857, 

859 

863, 
94», 

877» 

881, 

883, 

887, 

907, 

9", 

9'9, 

929, 

937 

947» 

953, 

967, 

97'» 

977» 

983, 

99', 

997- 

On  abrégera  beaucoup  les  recherches  de  ce  genre  en  employant  des  tables 
de  diviseurs.  Celles  de  Barlow  atteignent  10  000,  celle»  de  Chernac  1  030000, 
enfin  celles  de  Burckardt  ont  été  poussées  jusqu'à  3o36ooo. 
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que  procéder  par  approximation  ('),  en  cherchant  des  frac- 
tions aussi  simples  et  aussi  peu  différentes  que  possible  de 
la  proposée.  On  suivra  pour  cela  une  méthode  employée 
pour  la  première  fois  par  Huyghens  et  qui  repose  sur  la 
théorie  des  fractions  continues. 

On  développera  sous  cette  forme  le  rapport  proposé,  on 
en  calculera  toutes  les  réduites  et  on  choisira  parmi  elles  la 
plus  convenable.  Si  aucune  n'est  jugée  telle,  on  aura  re- 
cours aux  réduites  intercalaires. 

On  peut  encore  se  procurer  un  grand  nombre  de  frac- 
tions peu  différentes  do  la  proposée  en  opérant  de  la  manière 

suivante.  Soit  j  le  rapport  et  —  la  dernière  réduite.  On 

peut  leur  substituer  exactement  ~ ,        ,  quels  que  soient 

les  valeurs  et  les  signes  des  nombres  entiers  h  et  À7.  Si  ces 
fractions  étaient  rigoureusement  égales  entre  elles,  elles  le 
seraient  aussi  à  la  suivante 

ak  4-  a'k' 

ùk  +  b'k' 

qui  est  formée  en  les  ajoutant  terme  à  terme.  Or  elles  sont 
peu  différentes  Tune  de  l'autre,  et  cette  transformée  est 
comprise  entre  les  deux.  Par  suite  on  pourra,  sauf  une 
faible  erreur,  prendre  cette  dernière  pour  le  rapport  pro- 
posé. Il  sera  toujours  bon,  du  reste,  d'évaluer  la  différence 
pour  se  faire  une  idée  du  degré  d'approximation  ob- 
tenu (').  Quant  au  choix  à  faire  pour  les  valeurs  de  k 
et  À',  on  ne  pourra  que  recourir  à  des  .tâtonnements  en 
cherchant  à  former  des  fractions  dont  les  deux  termes  se 
décomposent  en  facteurs  premiers  suffisamment  simples. 

(')  L'horlogerie  de  précision  présente  des  cas  où  il  est  nécessaire  de  réa- 
liser rigoureusement  un  rapport  commensurable,  mais  très-compliqué.  On 
emploie  alors  des  appareils  d'une  nature  spéciale,  qu'on  appelle  rouages  dif- 
férentiels et  épicrchtdnux,  et  qui  feront  l'objet  du  chapitre  suivant. 

(»)  L'une  quelconque  de  ces  différences  a  pour  valeur  absolue,  d'tprèa  la 
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1 12.  Exemple  I.  — Jiouage  lunaire,  —  Proposons-nous 
de  relier  deux  axes  dont  l'un  suive  la  révolution  synodique 
de  la  lune,  tandis  que  l'autre  effectue  sa  rotation  en  douze 
heures.  La  valeur  exacte  de  celte  période  est  en  temps 
moyen 

ou,  en  la  rapportaut  au  jour, 

2cy,53o6. 

Comme  d'ailleurs  douze  heures  forment  la  moitié  du  jour, 

le  rapport  à  réaliser  est  ici 

2<),53o6 
o,5 

ou,  en  simplifiant, 

i47653 
2600 

et  en  mettant  la  composition  des  deux  termes  en  évidence  : 

n. 3i.433 

Comme  il  est  impossible  d'admettre  dans  l'équipage  une 
roue  de  433  dents,  nous  devons  renoncer  à  réaliser  rigou- 
reusement le  rapport  proposé. 

Nous  le  développerons  donc  en  fraction  continue  de  la 
manière  suivante  : 

59  +  ! — : 


16+ 


2 


1  -H 


12  1 

.6  +  3, 


théorie  des  fractions  continues, 

a      ak  +  a'k'  _k'(*b'-ba')  _  k'  _  , 

b      bk-t-b'k'  ~  b{bk  +  b'k>)  ~  b(bk  +  b'k -  "~  ~r 

3F 

Si  donc  b  et  b*  sont  de  grands  nombres,  l'erreur  sera  de  l'ordre  des  in- 
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et  nous  formerons  les  réduites 

i  i 

<>45  3.3.3.5.7 

16  ~~  2.2.2.2  ' 

'949  _'949 
33  ""3. 11 
28<4     2.3i  .37 

"4ÎT~  7-7 
48o.53  73.661 

8<7  19.43 

La  première  fraction  a  été  employée  par  Oughtred  dès 
1677.  Elle  ne  correspond  qu'à  une  période  de  29  j  jours, 
et  ne  peut  être  considérée  par  conséquent  que  comme  une 
première  ébauche.  Le  second  rapport  a  été  construit  par 
Ferguson;  il  se  trouve  en  excès  de  57%  2  par  lunaison. 
Parmi  les  autres  réduites  la  quatrième  seule  pourrait  en- 
core être  employée;  elle  ne  donne  lieu*  qu'à  une  avance 
de  i*,o5  sur  chaque  période. 

En  se  servant  des  réduites  intercalaires,  on  obtient  les 
valeurs  suivantes  qui  ont  été  indiquées  par  Willis  : 

2894.1-kl949  «    4843   _  2C).  167 

— 7  ■ — rpz — —    e     —  7 —  erreur  — oy>o  , 

49.1  -H  33  02         a.  41 

2894.6-4-  1949  _  r93i3  =  7.31.89  —  o*6o 

49-6  -4-33  327        3.109  '  ' 

48253.?. -+- 2894  _  99400  _  2.2.2.5.5.7.71 
817. 2^49    ~  1683  ~     3. 3. 11. 17 

On  peut  encore  recourir  à  la  formule  générale 

i47653.A-h48253.r 
25oo.X  4-817.A' 

pour  retrouver  des  résultats  dont  la  plupart  ont  été  obte- 
nus par  d'anciens  géomètres  en  suivant  des  voies  toutes 
différentes.  On  arrive  ainsi  aux  combinaisons  suivantes: 
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143.  Exemple  II.  —  Rouage  solaire.  —  Cherchons  de 
même  à  relier  deux  axes,  de  manière  que  Tun  donne  le  jour 
et  l'autre  Tannée  tropique,  qui  a  pour  valeur 

365J  5h  48»  48-, 
ou,  en  la  rapportant  au  jour, 

365,^4^2^22. . . . 

Le  rapport  à  réaliser  est  donc,  en  revenant  de  la  fraction 
périodique  mixte  à  la  forme  ordinaire, 

■ 

365242  —  36524      328718  >64359 
900  900  45° 

et  en  mettant  les  facteurs  premiers  en  évidence 


1 3.47.209 

2.3.3.5.5 

Malgré  sa  complication,  celte  forme  a  été  employée  par 
Pearson. 

Pour  avoir  des  résultats  plus  simples,  sinon  aussi  exacts, 
développons  en  fraction  continue 


365 


7  + 


1  H- 


3H  1 


1 


et  formons  les  réduites  successives 

365  =  5.73 
1  1  '* 

1461  _  3.487 
4       2.2  ' 
10592    2. 2. 2. 2. 2. 33 1 

a9  ^9 


Digitized  by  Google 


TRAINS  D  ENGRENAGES. 

i2o53  >7.7<>9 

33         3. ii  ' 
46751  {675 1 

128  2.2.2.2.2.2.2' 

588o4  2.2.61 .241 

161  7.23 

La  première  a  été  construite  par  Oronce  Finée  vers  1 700  ( 1  ); 
elle  ne  représente  que  Tannée  ordinaire  de  365  jours.  La 
dernière  l'a  été  par  Janvier;  elle  est  compliquée,  mais  fort 
approchée,  et  ne  pèche  par  excès  que  de  i',  2.  Les  autres 
fractions  ne  sauraient  être  utilisées. 

En  recourant  aux  réduites  intercalaires,  Willis  a  indi- 
qué la  valeur  suivante  : 

588o4. 1  ■+•  46751  _  io5555  3.5.31.227 
161 . 1  4-  128  289  17 . 17 

Elle  ne  produit  par  an  qu'un  retard  de  0%  y. 

Si  Ton  forme  encore  l'expression  générale,  elle  donne  ici 

i64356./  -h  588o4. g 

45o.X -h  161.A' 

» 

En  faisant  d'abord 

k  =  l>    *'  =  —22,  . 

on  trouve 

143175    3.5.5.23.83 

3y2         2.2.2.7.7  9 


(')  Oronce  Finée  se  proposait  de  relier  deux  arbres  dont  les  révolutions 
s'opéraient  l'une  en  3  et  l'autre  en  365  jours.  Le  rouage  qu'il  a  employé  est 
ainsi  composé  : 

12  —  48 

36  — 180 

48 — 48 

34  — 146. 

On  reconnaît  de  suite  l'inutilité  d'une  pareille  complication. 


Digitized  by  Google 


l4<>  ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉCANISMES. 

c'est  la  solution  indiquée  par  le  P.  Alexandre,  et  depuis 
par  Camus  et  Fcrguson.  Elle  donne  une  avance  de  io*,69. 
En  faisant  au  contraire 

X=3,    *'  =  —  io, 
on  obtient  ce  résultat  de  Willis  : 

949e3  =  "-89-97 
260       2.2.5. i3' 

qui  se  trouve  aussi  en  excès  de  5%  38. 

.• 

S  ni, 

TABLES  DE  M.  BROCOT. 

114.  Les  méthodes  précédentes  sont  compliquées -et  at- 
tendent beaucoup  du  tact  personnel  du  calculateur,  car 
elles  laissent  une  grande  indécision  dans  la  direction  du 
tâtonnement.  M.  Brocot  a  réussi  d'une  manière  ingénieuse 
.à  simplifier  ces  recherches  et  à  fournir  sans  aucun  calcul 
une  première  approximation  qui  pourra  souvent  être  jugée 
suffisante  et  qu'il  sera  toujours  possible  d'ailleurs  de  per- 
fectionner dans  chaque  cas  particulier.  Dans  ce  but  il  a 
construit  une  table  fondée  sur  un  grand  nombre  de  1  cm  mes 
que  nous  pouvons  réduire  aux  deux  suivants  : 

Lemme  I.  —  Lorsque  deux  fractions  di fièrent  de  l'unité 
divisée  par  le  produit  de  leurs  dénominateurs,  la  fraction 
obtenue  en  les  ajoutant  terme  à  terme  est  la  plus  simple  de 
toutes  celles  qui  sont  comprises  entre  les  proposées. 

Si  nous  supposons  en  effet 

b      b'~  bb' 

OU 
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- 

et  si  nous  désignons  par  —  une  fraction  quelconque  telle 
que  l'on  ait,  par  exemple, 

a      m      a  -±-a' 

nous  tirerons  de  là 

a      a  -4-  a'       a  m 
b  ~  bTT'^Z" 

ab'  —  ba'  —  bm 

-   '  b(b+  6'j>      Yn  ' 

i  an  —  bm 

D'ailleurs 

an  —  bm  J  i , 
multipliant  par  la  précédente  il  reste 

- 

et,  par  suite,  en  multipliant  parla  première  inégalité, 

« 

m  >  a  -h  a', 


ce  qui  montre  que  la  fraction  —  a  des  termes  plus  compli- 
ques  que  y^-jr 

1. K.Mme  II.  — Lorsque  deux  fractions  diffèrent  de  l'uni  té 
divisée  par  le  produit  de  leurs  dénominateurs,  la  fraction 
obtenue  en  les  ajoutant  terme  à  terme  remplit  la  même 
condition  par  rapport  à  chacune  d'elles. 

Si  nous  supposons  eu  effet 

a      a'  i 

b  ~~  V  —  FF' 

ab'-ba'=:l, 
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on  aura  identiquement 

a      a -h  a'       ab'  —  ba!  i 

b  ~  ¥+1?  ~  b(b-hb')  —  b{b  +  b')' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ho.  Si  nous  remarquons  maintenant  que  °  et  y  sont 

des  fractions  qui  remplissent  les  conditions  voulues,  il  suit 

de  ces  deux  lemmes  que  la  fraction  °  ~*~  1  =  -  est  la  plus 

simple  de  toutes  celles  qui  sont  comprises  entre  elles  et 
qu'elle  remplit  encore  avec  chacune  d'elles  les  mêmes  con- 
ditions. Par  conséquent 

0  -h  I          I      ^      i       i    2 

1  Hh  a  ~~  3         2  +  1  "~  3 

seront  les  fractions  les  plus  simples  que  l'on  puisse  insé- 
rer entre  la  troisième  et  chacune  des  deux  premières,  et 
elles  rempliront  avec  leurs  deux  voisines  les  conditions  en 
question;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

En  suivant  cette  marche  M.  Brocot  a  formé  toutes  les 
fractions  qui  se  présentent  successivement  et  dont  le  déno- 
minateur ne  dépasse  pas  ioo.  11  les  a  converties  en  déci- 
males à  . dix  figures  et  disposées  en  forme  de  table.  Celle-ci 
renferme  trois  colonnes,  dont  Tune  donne  la  valeur  décimale 
et  les  deux  autres  le  numérateur  et  le  dénominateur.  On 
possède  par  là  une  série  de  3o53  fractions  dont  les  termes 
n'ont  que  deux  chiffres  et  dont  chacune  remplit,  par  rap- 
port aux  deux  voisines,  la  condition  que  leur  différence 
soit  égale  à  l'unité  divisée  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs. Cette  différence  est,  bien  entendu,  variable,  mais 
on  peut  s'en  faire  une  idée  par  sa  valeur  moyenne  qui  sera, 
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d'après  le  nombre  de  ces  fraclions,         ou  avec  dix  figures 

0,0003274394  (*)• 

116.  Pour  se  servir  de  cette  table  on  commencera  si  le 
rapport  proposé  n'est  pas  moindre  que  l'uni  té  par  l'y  ra- 
mener. On  pourra,  pour  cela,  soit  le  renverser,  soit  consi- 
dérer à  part  la  partie  fractionnaire.  Après  l  avoir  réduit 
en  décimales  on  cherchera  si  par  hasard  il  se  trouverait 
exactement  dans  la  table,  et  dans  le  cas  contraire  on  notera 
les  deux  valeurs  qui  le  comprennent.  Si  la  plus  voisine 
ou,  à  son  défaut,  si  l'autre  est  décomposable  en  facteurs 
convenables  et  si  elle  est  suffisamment  approchée,  on  pourra 
s'en  tenir  là. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  se  servira  des  deux  valeurs  voi- 
sines qui  remplissent  les  conditions  fondamentales  pour  res- 
serrer davantage  l'approximation  en  les  ajoutant  terme  pour 
terme  d'après  l'application  des  deux  lemmes  précédents.  Et 
Ton  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  obtienne  une  frac- 
tion dont  les  termes  soient  convenablement  décomposables 
et  dont  l'approximation  soit  jugée  suffisante. 

117.  La  formation  successive  des  fractions  est  des  plus 


(')  Ces  table*  ont  été  publiées  ù  la  fin  du  fascicule  de  M.  Brocot.  J'en 
donnerai  le  spécimen  suivant  pour  faciliter  l'intelligence  de  l'exemple  numé- 
rique que  je  prends  plus  loin  : 


N. 

D, 

Fraction  décimal*. 

61 

63 

0,968a 53g683 

9* 

95 

0,968 jaio5a6 

3i 

3a 

0 ,9687500000 

94 

97 

0,96907216^9 

63 

65 

0,969230769a 

95 

9« 

0,969^77551 

3a 

33 

0,9696969697 

97 

100 

0,9700000000 

65 

67 

0,9701493537 

33 

3i 

o,97o588a353 

■ 
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simples,  mais  il  n'en  serait  pas  de  même  du  calcul  de  IV 
reur  si  Ton  devait  pour  la  trouver  réduire  en  décjmales 
par  la  division  tous  les  rapports  trouvés.  Mais  on  peut  fa- 
cilement obtenir  ces  erreurs  sous  la  forme  de  fractions  or- 
dinaires par  des  additions  et  soustractions  convenablement 
dirigées.  C'est  ce  qui  résulte  du  lemme  suivant  : 

Lbmme  III.  —  Lorsqu'un  rapport  est  représenté  approxi- 
mativement par  deux  fractions  qui  le  comprennent  et  qu'on 
ajoute  celles-ci  terme  à  terme,  la  nouvelle  erreur  se  déduit 
des  deux  premières  en  ajoutant  de  même  les  valeurs  abso- 
lues de  leurs  dénominateurs  et  les  valeurs  algébriques  de 
leurs  numérateurs. 

Soit,  en  effet,  un  rapport  g  représenté  approximati ve- 
ulent par  les  deux  fractions 

Ï>B>F 

Les.  erreurs  respectives  sont,  en  mettant  leurs  signes  en 
évidence, 

A       a  aB  —  bk 

B      b  ~  ZTB  ' 

A      a?       ,  b'k  —  a'B 

B  ■     b'B  ' 

et  l'erreur  cherchée  peut  être  mise  sous  la  forme 

A  __  a+a'  _  {b'k  —  a'B)  —  (aB  —  &  A) 
B      b  +  b'—  bB      //B  ' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

1 1 8.  Exemple.  —  Rouage  de  Met-cure.  —  Cherchons  à 
réaliser  par  un  rouage  le  rapport  87,96926  qui  représenté 
la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  Mercure. 

En  séparant  la  partie  fractionnaire  0,96926,  nous  tron- 
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vous  dans  la  table  comme  nombres  voisins, 

0,96923  =  —»    erreur    —  o,oooo3, 

o,g6938  =  erreur  -+-0,00012. 

On  prendra  donc 

63  57  18  _  2.3.953 

7H"65  ~~  65   ~~    S7Î3  ' 
95     8621  37.233 


87 


98       98  2.7.7 


La  première  fraction  est  assez  approchée,  mais  elle  renferme 
le  facteur  irréalisable  953..  La  seconde  serait  plus  facile  à 
construire,  mais  elle  est  moins  exacte  et  on  peut  souhaiter 
une  approximation  plus  satisfaisante.  On  formera  pour  cela 
la  série  : 

5718-4-8621  _  14339  _  »3.  i  io3 

•  65  +  98     ~    i63'  ~     i(i3  ' 
5718-h  14339     20057       3i  .647 

65  ■+-  i63  228  2.2.3.19' 

5718 -h  20057      25775     5.5. 1 o 3 1 

65  -+-  228  293  293 

5718 -+-25775     3 i4g3  7.11.409 

65 -h  293  358   ~~    a.  179  ' 

5718  H-  3 1493      37211  127.293 

65  -h  358'    ~~  "42T  ~~  T.3^7' 

Ce  dernier  rapport  peut,  à  la  rigueur,  se  construire  avec 
des  roues  de  127  et  de  293  et  des  piguons  de  9  et  de  47. 
L'erreur  qu'il  laisse  n'est  plus  que  de  0,000007  ou  moins 
de  ~  de  la  précédente. 


10 
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CHAPITRE  IX. 

ENGRENAGES  ÈPICYCLOIDAUX. 


TUÊOME  GÊNKHAUL 

119.  Cobstitutiok  des  trai>s.  —  ÏNous  distinguerons 
les  roues  eu  concentriques  ou  cpicyclo'Ulales,  suivant  que 
leur  centre  est  fixe  ou  qu'il  décrit  lui-même  un  cercle.  Le 
premier  mode  est  évidemment  le  plus  simple  et  le  plus 
employé.  Mais  nous  venons  de  voir  qu'il  ne  répond  pas  à 
tous  les  besoins,  et  on  est  conduit,  pour  réaliser  exacte- 
ment des  rapports  de  vitesse  compliqués,  imposés  le  plus 
ordinairement  par  une  question  d'horlogerie  astronomique, 
à  employer  les  roues  épicycloïdalcs.  Dès  que  Tune  au  moins 
des  roues  se  trouve  dans  ces  conditions,  l'ensemble  con- 
stitue un  train  èpicycloïdal. 

Cette  catégorie  présente  les  appareils  les  plus  compli- 
qués et,  en  apparence,  les  plus  divers.  On  peut  cependant 
y  discerner  un  petit  nombre  de  traits  communs  qui  per- 
mettent d'en  établir  la  théorie  générale.  Elle  a  été  formulée 
pour  la  première  fois  par  YVillis.  On  s'y  propose  de  calculer 
le  rapport  de  v  ilesscs  angulaires  des  roues  extrême»,  qui  est 
constant  comme  dans  les  trains  ordinaires. 

120.  Nous  distinguerons  dans  un  train  èpicycloïdal 
quelconque  une  première  roue  A  et  une  fiernière  roue  A  . 
La  première  est  toujours  concentrique,  la  dernière  est  con- 
centrique ou  épieycloïilale.  Un  levier  L  est  concentrique  à 
la  première  roue  A.  Il  porte  l'axe  de  la  dernière  A' et,  eu 


ENGRENAGES  KPICYCLOÏOÀUX.  l4j 

outre,  ceux  des  roues  intarmtidùiùcs  A,,A„A9,..M  que  uons 
numérotons  dans  l'ordre  do  leur  succession  depuis  la  pre- 
mière jusqu'à  la  dernière  roue.  Disons,  pour  n'y  plus  re- 
venir, que  ce  levier  peut  alî'ecler  des  formes  très-diverses, 
telles  qu'une  barre,  une  roue,  etc.  Il  doit  être  léger,  car  ces 
appareils  sont  toujours  délicats;  on  l'équilibre  en  outre  par 
un  contre-poids  qui  ramène  le  centre  de  gravité  sur  l'axe 
afin  d'éviter  les  flexions  et  aussi  l'accélération  de  la  pesan- 
teur quand  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  vertical. 

Si  on  fixe  par  la  pensée  le  levier  L,le  mouvement  relatif 
devient  celui  d'un  train  ordinaire,  puisque  tous  les  centres 
s'y  trouvent  placés.  Ce  train  admet  un  rapport  X  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  la  dernière  roue  à  celle  de  la  première, 
qui  sera,  d'après  la  formule  trouvée  pour  ce  genre  de 
trains  (107)  : 

A  _  Qj  

aiaJa<t.  .  .a' 

en  désignant  par  les  lettres  minuscules  les  modules  des  dif- 
férentes roues.  Ce  rapport  sera  a  ficelé  d'un  signe  positif  ou 
négatif  suivant  que  A  et  A'  tournent  en  même  sens  ou  en 
sens  contraires,  ce  qui  dépend,  dans  chaque  cas,  du  nombre 
des  roues  et  de  leur  position  intérieure  ou  extérieure. 

Je  désignerai,  en  outre,  par  a,  a' et  À  les  vitesses  angu- 
laires absolues  de  A,  A'  et  L.  Pour  fixer  leurs  signes  on 
adoptera  à  volonté  un  sens  positif.  Parfois,  à  la  vérité,  ce 
train  renferme  des  roues  d  augle,  mais  cela  n'introduit  pas 
de  difficulté,  car  les  roues  extrêmes  et  le  le\ier  ont  toujours 
leurs  axes  parallèles. 

121.  Quelquefois  les  roues  extrêmes  sont  indépendantes 
et  on  leur  communique  des  vitesses  arbitraires  a  et  a',  d'où 
résulte  pour  le  levier  une  certaine  vitesse  X.  Ces  appareils 
formeront  un  premier  genre. 

Le  plus  souvent,  au  contraire,  il  existe  pour  tout  le  sys- 

10. 
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tème  un  moteur  unique  M  animé  d'une  vitesse  absolue  p, 
et  que  je  supposerai,  pour  plus  de  clarté,  distinct  des  trois 
pièces  essentielles  A,  A'  et  L.  Ce  moteur  est  mis  en  con- 
nexion avec  deux  quelconques  de  ces  trois  pièces,  et  la  troi- 
sième prend,  d'après  cela,  un  mouvement  déterminé.  Mais 
il  peut,  à  cet  égard,  se  présenter  deux  cas. 

Dans  un  second  genre  le  moteur  agit  sur  les  deux  roues 
extrêmes  par  des  trains  ordinaires  B,  Bs  Bs . . .  et  K,  Vft\VJ 
pour  lesquels  je  désignerai  par     et  ifi>  les  rapports  de  vi- 
tesses pris  de  A  à  M  et  de  A'  à  M.  On  aura  encore 

btbtb6.  .  .  b',b\b\  .  .  . 

en  réglant  d'ailleurs  les  signes,  suivant  que  A  et  A'  auront 
ou  non  le  sens  de  M  que  Ton  peut  prendre  pour  positif. 

Dans  un  troisième  genre  le  moteur  agit  sur  la  première 
roue  et  sur  le  levier  par  des  trains  ordinaires  B,B,B,.  . .  et 
C,C,Cj. . .,  dont  je  désignerai  les  rapports  de  vitesses  par 
Ht  et  T.  Ils  nous  seront  encore  immédiatement  connus  sous 
la  forme 

b,  6,  b±. .  .  CiCi'*»-  •  • 

l'b=  7—7—7  1       1  —   1 

0-  t\  bt  .  .  .  fjC,^.  .  . 

en  fixant  les  signes  de  la  même  manière  que  tout  à  l'heure. 

On  ne  saurait  établir  un  quatrième  genre  pour  le  cas 
d'une  connexion  directe  du  moteur  avec  le  levier  et  la  der- 
nière roue.  Car  celte  connexion  ne  saurait  exister  si  la 
dernière  roue  est  épicycloïdale,  et  si  elle  est  concentrique 
rien  n'empêche  d'en  faire  la  première  roue.  Nous  range- 
rons donc  tous  les  trains  épicycloïdaux  dans  les  trois  genres 
suivants  : 

Premier  genre.  —  Houes  extrêmes  indépendantes. 

Deuxième  genre.— Connexion  entre  les  roues  extrêmes. 

Troisième  genre. —  Connexion  entre  la  première  roue 
et  le  levier. 
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122.  Formules  fondamentales.—  Les  vitesses  relatives 
des  deux  roues,  par  rapport  au  levier,  seront  évidemment 
a  —  À  et  a' —  /,  et  comme  ,L  désigne  leur  rapport, 

a'  — À 

 -i 

a  —  A 

d'où 

X  —  i 

Telle  est  la  formule  fondamentale  du  premier  genre,  elle 
exprime  1  en  fonction  linéaire  des  vitesses  arbitraires  a 
et  a'. 

Pour  le  second  genre  nous  avons,  par  définition, 
la  formule  (i)  devient  dès  lors 

elle  exprime  la  vitesse  du  levier  en  raisou  directe  de  celle 
du  moteur. 

Nous  avons  de  même,  pour  le  troisième  genre, 

>  =  !>; 

la  formule  (i)  devient  alors 
cl  on  en  tire 

■  • 

(3)  «,={H+(i-a,)rjP> 

pour  exprimer  la  vitesse  de  la  dernière  roue  en  raison  di- 
recte de  celle  du  moteur. 

On  comprend,  d'après  cela,  comment  les  trains  épicycloï- 
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daux  pourront  se  prêter  à  la  réalisation  de  rapports  excep- 
tionnels pour  lesquels  les  trains  ordinaires  ne  sauraient 
convenir;  car  les  formules  ont  complètement  changé  de  na- 
ture, et,  au  lieu  de  la  forme  monôme,  elles  ont  pris  celle 
d'une  somme  ou  d'une  diiîerencc  de  fractions.  On  peut  donc 
chercher  à  décomposer  le  rapport  proposé  en  deux  autres 
fractions  dont  les  facteurs  premiers  se  prêtent  mieux  que 
ceux  du  proposé  à  la  composition  des  modules  des  roues. 
Indiquons  rapidement  la  manière  d'effectuer  ce  genre 
d'opérations. 

123.  Décomposition  des  fti actions.  —  On  peut  toujours 
supposer  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée  ~  décom- 
posante en  trois  facteurs,  quand  on  devrait  pour  cela  en 
introduire  aux  deux  termes.  De  plus,  chaque  manière  d'opé- 
rer cette  décomposition  pourra  servir  de  point  de  départ  au 
calcul  que  je  vais  indiquer. 

Je  suppose  donc  que  l'on  ait 

et  je  pose| 
d'où 

ou,  plus  généralement, 

m  _  *  4- 7*  +  y—pk 
n  ~       qr  pr 

eu  introduisant  un  nombre  entier  et  arbitraire  h  positif  ou 
négatif.  Il  suffira  donc  de  trouver  pour  x  et  y  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  satisfaisant  a  la  seconde  équation.  On  aura 
pour  cela  recours  à  la  théorie  de  l'analyse  indéterminée  qui 
fournira  ce  système  de  solutions,  sous  la  seule  réserve  que 


n       qr  pr 
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p  et  q  soient  premiers  entre  eux  et  avec  m,  ec  qu'il  est  tou- 
jours facile  d'obtenir. 

12t.  Exemple  (').  —S'il  s'agit,  par  cxemple.[de  réaliser 
le  rapport  du  temps  sidéral  au  temps  moyen 

8  (oi 

ou  le  mettra  d'abord  sous  la  forme 

3i .  27  r 

09 .  \  1 6 

et  on  décomposera,  comme  nous  allons  le  voir,  la  seconde 
fraction  dans  les  deux  suivantes, 

271  _  19  25 
216  ~  =4     5 1  ' 

de  sorte  que  le  rapport  proposé  deviendra 

31.19      3i . 25 
39~724  39.54* 

Pour  opérer  la  décomposition  de  la  seconde  fraction, 
comme  le  numérateur  est  premier  et  que  le  dénominateur 

216  =  2.  a.  2. 3. 3. 3, 

on  peut  prendre,  en  premier  lieu, 

2. 6=  4.9.6, 

et  poser 

271  =  4x4-9.7. 
On  satisfait  à  cette  équation  en  prenant 

*  =  — 2,   j  =  3i, 


('}  Cet  exemple  numérique  est  emprunté  a  Francoeur. 
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ce  qui  donne  d  une  manière  générale 

*V  __  —  2-»-9x  ,  3|  —  4* } 

216       9.6         4-6  ' 

3»  —  4  A  9*-2 

=-14-+  —  ■ 

et  en  particulier  les  décompositions  suivantes  : 
A  =  - 


—  2 


—  1 


271  43 

210  ?4 

— 

29 

54 

 3 

— 

on 

«AU 

5Î' 

35 

I  I 

*4 

w 

Si 

2 

24 

M' 

27 

+ 

1 

S?' 

23 

 *4 

-f- 

16 

«' 

  I? 

+ 

î5 

24 

54' 

second  lieu, 

et  ainsi  de  suite. 
On  peut  prendre,  en 

216  =  3.8.9, 

et  poser 

271  =  3x4-8/. 

Comme  on  satisfait  par  les  valeurs 

x  =  93,    y  =  -  1 , 

nous  prendrons 

271  _  93  +  8*      —  1  —  3 X 
2.6""'  8.9     +     3.9  * 

^93h-8X  i+3* 
72  27 
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ce  qui  fournit  les  décompositions  suivantes  : 


x  =  -3...î21  =  &  +  i 

21b      72  27 


—  2. 


I  .  .  . 


+  A 

72  ..7 

85  2 
 1  

72  27 

93  j_ 

7x  27 


101 

72 

7* 


1 
27 

10 
*7 


i53 


et  ainsi  de  suite. 


s  h 


125.  Premier  genre.  —  Exemple  I.  —  Engrenage  de 
Lahire.  — Le  système  est  réduit  à  sa  plus  simple  expres- 
sion et  comprend  seulement  le  levier  et  les  deux  roues 
extrêmes  (Pl.  VII,  fig.  1 1 1).  La  première  roue  est  fixe  : 


a  =  o. 


La  dernière  a  un  rayon  moitié  moindre;  nous  ferons  donc 


J.=  +  y  =  l. 


avec  le  signe  positif.  En  effet,  la  roulette  tourne  sur  elle- 
même  en  sens  contraire  du  levier,  et,  pour  avoir  le  mouve- 
ment de  la  roue  fixe  par  rapport  au  levier,  il  faut  (XXI)  lui 


t 
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transporter  la  rotation  de  celui-ci  en  la  changeant  de  sens. 
On  a  dès  lors,  par  la  formule  (1), 

À  =  —  a'. 

Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  directement.  D'abord  la 
roulette  et  le  levier  tournent  en  sens  contraires.  Ensuite  la 
roulette  se  déroule  deux  fois  sur  la  circonférence  fixe,  et 
par  conséquent  elle  exécute  une  seule  rotation  sur  elle- 
même. 

Ce  système  a  été  proposé  par  Lahirc  pour  guider  une 
tige  de  pompe  en  ligne  droite.  Nous  avons  vu,  en  elîct  (81), 
que  dans  c«'s  conditions  chaque  point  de  la  circonférence 
de  la  roulette  décrit  un  diamètre  du  grand  cercle. 

126.  Exemple  II.  — Plaque  tournante.  —  Les  roues  ex- 
trêmes sont  égales,  concentriques  et  manœuvrées  à  la  main 
(PI,  VU,  fig.  112)  avec  des  vitesses  arbitraires  «, 

a  at 

Xss  -.  =  —  1, 

«,  a' 

d'où,  en  appliquant  la  formule  (1), 

•1 

Si,  en  particulier,  on  fait  a'=o,  le  système  devient 
identique  à  la  plaque  tournante  des  chemins  de  fer,  et  on 
retrouve  le  résultat  connu  (15) 

a  =  a>. 

127.  Exemple  ÏTI.  —  Compteurs  èpicycloïdaux.  —  On 

^(Pi.ru.fis.xiz) 

a,  a' 


•t,  par  la  formule  (i), 

.... 


ai,,  a  —  a'a,  .a' 
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Si,  en  particulier,  la  roue  crnirale  est  un  guide  fixe  : 


et  il  vient 


a  =  o, 


a'  _  (ta, 
a  7"  a'a, 


On  a  employé,  pour  des  compteurs  décimaux,  en  pre- 
mier lieu, 

«=!oi,    fl'=«,  =  i()o,    «,  =  99, 
\  =  loooo.a'j 

en  second  lieu, 

as  lit,    rt'=io,    a,—  ion,    «,  =  9, 

\  =  lOOO.  7.'. 

Si  on  prend,  eu  désignant  par  k  un  nombre  entier  quel- 
conque, 

a  =  A  —  i ,    a'  —  /, 
avec  une  seule  roue  intermédiaire,  ce  qui  donne 

on  aura,  d'une  manière  générale, 

128.  Exemple  IV.  — Paradoxe  de  Fcrgiison.  —  Dési- 
gnons par  A' l'une  quelconque  des  trois  pièces  À',  A',  A',, 
qui  jouent  le  rôle  de  dernière  roue  {Pl.  Vil,  fig.  114). 
On  aura 

a,  a  a 

En  outre,  la  première  roue  est  un  guide  fixe  : 

a  =  o, 

La  formule  (i)  donne  alors 

=  a'  —7t  '  *  ' 

Par  suite,  suivant  que  a'  sera  supérieur,  égal  ou  inférieur 
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à  a,  la  roue  épicycloïdale  prendra  une  rotation  de  même 
sens  que  le  levier,  ou  une  translation,  ou  une  rotation  de 
sens  contraire. 

Le  paradoxe  apparent  consistait  à  adopter  des  modules 
dont  la  différence  était  peu  sensible  à  l'œil,  de  sorte  que 
des  roues,  en  apparence  égales,  prenaient  cependant  des 
mouvements  différents.  Ferguson  employait  les  nombres 
suivants  : 

a  =  >.o,    a'=>o,    <=ai,    «,=  19, 

at'   « ,  _     I        a',  _  l 

T~~°'    T  ~  77'     Y  ~  ~~  19' 

129.  Exemple  V.  —  Mouche  de  Watt.  —  La  mouche  ou 
roue  planétaire  de  Watt  est  l'inverse  du  rouage  de  Lahirc 
(PL  VIII,  fig.  1 15).  La  dernière  roue  est  en  translation  : 

«'=0, 

et  la  première  tourne  sur  son  axe  avec  la  vitesse  ot, 


On  a  par  la  formule  (1) 

À  =   ;  ;  U. 

Watt  employait  deux  roues  égales  : 
et  obtenait  ainsi 

«  =  aÀ. 

130.  Exemple  VI.  —  Mouche  de  Saladin.  —  La  mou- 
che de  M.  Saladin  est  elle-même  l'inverse  du  système  de 
Ferguson  {Pl.  FUI,  fig.  116).  La  dernière  roue  est  en 
translation  : 

a'  =  D, 

I 

et  la  première  tourne  sur  sou  axe  avec  la  vitesse  «, 

a 
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On  a  par  la  formule  (i) 


o'  —  a 


D'après  cela,  la  vilesse  du  levier  élant  assignée,  on  peut 
avoir  une  roue  plus  rapide  ou  plus  lente,  immobile  on 
de  sens  contraire;  tandis  que  dans  la  mouche  de  Walt 
la  roue  est  toujours  plus  rapide  que  li?  levier  cl  de  même 
sens. 

131.  Second  genre.  — Exemple  VII.  — Pignon  val- 
seur. —  Le  moteur  M  agit  immédiatement  sur  la  première 
roue  {Pl.  FllI^fig.  117) 

*=*  I, 

la  dernière  est  un  guide  fixe 

art,'  =0. 

On  a,  d'ailleurs, 

^  o  «,    a  __  a 

o,  a  ~      a'  ~~      a  -+-  xtt,  ' 

avec  un  signe  négatif,  car  si  on  fixe  par  la  pensée  L  ou  At,  , 
les  roues  A  et  A'  prennent  des  mouvements  opposés.  La 
formule  (2)  donne  dans  ces  conditions 

SI 


OC  1 

Le  rapport  de  valse  y  sera 


a,       a,  u      a      (a-\-a{\         (  n\ 
Si,  par  exemple,:  a  =  <<, . 
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le  pignon  fait  quatre  tours  sur  lui-même  pour  une  révo- 
lution. 

Ce  système  a  reçu  de  nombreuses  applications.  Je  citerai 
les  automates  valseurs  tles  orgues  de  Barbarie;  le  mouve- 
ment des  satellites  dans  les  planétaires  les  plus  simples;  la 
plume  géométrique  de  Suai  di  pour  le  tracé  des  épicycloïdes 
allongées  ou  raccourcies,  très-utiles  pour  le  dessin  d'orne- 
mentation; enûn  lacorderie  du  Grand  Hornu  pour  la  con- 
fection des  câbles  de  mines,  qui  sont  composés  de  cordes 
enroulées  en  hélice  Tune  sur  Vautre  et  formées  chacune  de 
la  même  manière  de  brins  tordus  en  hélice. 

132.  Exemple  "VIII.  — Horloge  lunaire  de  Murlgc.  — 
Le  mécanisme  est  symétrique  comme  disposition  générale 
sinon  comme  modules  {Pl.  J  IIl,  fîg.  1 18).  On  a  é\  idem- 
ment 

a,  a'  a'  * 

Et  la  formule  (a)  donne 

Ce  système  a  été  appliqué  par  Mudge  en  1767  et  par  Pec- 
queur  et  Pcrrclet  en  i8a3. 

133.  Exemple  IX.  —  Train  à  potence. — On  trouve 
facilement  {Pl.  VIII,  fiS.  119) 

avec  des  signes  contraires,  car  les  sens  des  roues  Bt  et  B', 
sont  évidemment  opposés.  On  a  aussi 
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et  la  formule  (2)  devient 

^        b,  ff,  a'      b\     _  oa,t,  &',-+- 

a,  a' 

J'indiquerai  comme  exemple 

«  =  61,    at  =  49,    tf1  =  4*>  «*=5l, 
i,  ==  b\  =  100,    A,  —  b\  —  10, 
à  =  25ooo.  p. 

131.  Exemple  X.  —  Train  à  huit  roues  d\ingles^  pre- 
mière forme.  —  Si  l'on  fait  attention  au  système  de  ha- 
chures qui  est  destiné  à  mctlre  en  évidence  la  connexion 
des  différentes  pièces  dans  ce  premier  type  [PL  l'III, 
fi 'g.  120),  on  trouve 

*— h 

'avec  de*  signes  contraires,  car  les  sens  de  B,  et  B',  sont 
opposés.  En  outre, 

a  a, 

a»  —  ;  7 

a{  a' 

avec  le  signe  négatif;  car  si  on  lixe  le  levier  L,  les  roues  A 
et  A'  prennent  des  sens  différents.  Dès  lors  la  foi  mule  (2) 
devient 

bt    a  a,  b\ 

bj   a,  a'      b\  ^  aftib,b'}  —  a'a,b1f/\ 

o,  a' 

J'indiquerai  comme  exemples  : 

*  sa  |5,  a'  =  17, 

a,  =  16,  o-t  =  i3 , 

b,  =  19,  6,  =  23, 
é',  =  6i ,  £',=  io3, 

,*  =  iioG3a3.À, 
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cl,  en  second  lieu, 

a  =  a,  —  b,  —  6'j  =  83, 
//'=65,    ax  =  84,    ^=106,    b\  =  82, 
fi  =  1  o864^5o-j(  .  a, 

rapports  absolument  irréalisables  avec  des  trains  ordi- 
naires. 

Ktô.  Troisième  genre.  —  Exemple  XI.  —  Train  à  huit 
roues  d'angle,  seconde  forme.  — Le  croquis  est  identique 
au  précédent,  mais  les  hachures  indiquent  d'autres  con- 
nexions [Pl.  FUI,  fig.  121)  qui  nous  reportent  dans  le 
troisième  genre  et  nous  obligent  à  invoquer  l'équation  (3). 
On  a  d'abord 

b,  c, 

a  at 

X  =  

ax  a' 

ces  formules  n'ont  pas  changé,  leur  uotation  seule  est  trans- 
formée. Mais  il  vient,  en  les  reportant  dans  la  relation  (3), 

f  aa,b,       1        aa,  \  r,l 

136.  Exemple  XII.  —  horloge  lunaire  de  Pecqutur. 
—  La  première  roue  est  un  guide  tixe  [Pl.  Vlll,  fig.  1-22) 

ift>  =  o. 

La  connexion  du  moteur  au  levier  est  directe  : 


Enfin  nous  avons 


,1,  =  H  -• 

//,  a' 


Et  la  formule  (3)  devient 

r,  f       aa7  \         (aa,—  a'at)ct 
x'  =  (  1  ;    {*  =  ;  fi. 
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Ce  système  a  été  employé  par  Pecqueur  pour  réaliser  le 
rapport  de  la  semaine  au  mois  lunaire  : 

_  £  44609 
f»  — 188190"' 

en  prenant 

a  =  62,    «'=4i,    fl,  =  85,    «ï  =33,    f  =  3 1 ,    r,  =  54- 

Le  signe  est  sans  importance  comme  exprimant  seulement 
que  le  levier  et  la  dernière  roue  tournent  en  sens  opposés. 
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CHAPITRE  X. 

ENGRENAGES  IR RÉGULIERS. 


SI- 
VARIATION  CONTINUE. 

137.  Il  nous  reste  à  envisager  un  certain  nombre  de  cas, 
relativement  exceptionnels,  où  les  engrenages  sont  em- 
ployés à  produire  un  rapport  de  vitesses  variable.  On  con- 
serve cependant  la  forme  primitive  circulaire,  et  c'est  par 
un  agencement  pariieulicr  qu'on  réalise  cette  variation. 
>ous  distinguerons,  pour  plus  de  <  lartc,  quatre  genres  dif- 
férents : 

Premier  genre.  —  l  aria t ion  continue. 
Second  genre.  —  Variation  brusque. 
Troisième  genre.  —  Intermittence. 
Quatrième  genre.  —  Changement  de  sens. 

138.  Variation  continue.  —  Roues  de  Jlccmer.  —  Rœ- 
nier,  astronome  Danois,  a  employé  pour  produire  le  mou- 
vement des  planétaires  suivant  la  loi  des  aires  un  système 
de  deux  roues  d'angle  [Pl.  FUL  jig.  ia3),  l'une  ordinaire, 
l'autre  portant  des  dents  très-couries  disposées  le  long  d'une 
courbe  quelconque.  La  transmission  s'cilectue  dès  lors  d'a- 
près un  rapport  de  rayons  primitifs  qui  varie  à  chaque 
instant. 

Je  me  proposerai  de  formuler  la  théorie  générale  de  cet 
appareil  en  cherchant  l'équation  polaire  en  /•  et  0  de  la 
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courbe  plane,  qui,  enroulée  sur  le  cône,  produira  pour  le 
rapport  des  vitesses  angulaires  une  loi  de  variation  assignée 
arbitrairement, 

Dans  cette  relation,  ç  désigne  l'angle  du  rotation  du  la  roue 
à  courbe  que  nous  supposerons  irrégulière,  tandis  que  la 
roue  d'angle  conserve  une  marche  uniforme  w'. 
On  a,  d'une  part, 

/0>  w      t»       A —  o      A  —  rsina 

{5}  ~  =  ~  =   =  :  » 

»       p  (>  rsina 

et  d'autre  part,  en  évaluant  de  deux  manières  l'élément  de 
section  droite, 

pr/y  ==  rdQ, 

,        r  ;n  f,° 
df  sa  -  ttO  as  - —  , 

0  sin  a 

8 

*  ~  sina 

Il  vient,  par  conséquent, 

A  — 

rsina 


rsina       _  /   •  \ 

:   =f[~  ' 

ina  \sina/ 


d'où  Ton  tire  l'équation  de  la  courbe  cherchée 


r—  — 


139.  Exemple.  —  Prenons  comme  exemple  la  trans- 
mission sinusoïdale 

la  courbe  directrice  sera 


r  = 


i+a  +  4  eus 


11. 


Uigitizeo 
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On  y  reconnaît  le  profil  de  galets  dérivé  des  sections  en- 
niques  (25). 

Si  on  dispose  de  l'ouverture  du  cone  pour  faire 

n  —  sinx, 

on  obtiendra  les  sections  coniques  elles-mêmes. 

Si  les  constantes  de  la  loi  de  mouvement  remplissent  la 
condition 

i  +  fl  +  i  =o, 

on  trouvera  les  galets  qui  dérivent  de  la  parabole,  et  pour 

n  =  sin« 

» 

la  parabole  elle-même. 

Nous  avons  vu,  d'ailleurs  (23),  qu'en  disposant  convena- 
blement des  coefficients  ces  profils  sont  des  transformées  par 
développement  des  sections  planes  du  cône.  Dans  ce  cas,  la 
ligne  de  Rœraer,  que  l'on  obtient  par  enroulement  du 
profil  trouvé,  sera  elle-même  cette  section  plane  du  cône  de 
révolution. 

140.  La  directrice  capable  de  reproduire  la  loi  des  aires 
dans  les  planétaires  rentre  précisément  dans  cet  exemple 
général,  comme  je  vais  le  faire  voir. 

On  sait,  en  clïct,  que  celte  loi  revicut  à  ce  que  la  vitesse 
angulaire  des  planètes  varie  en  raison  inverse  du  carré  de 
leur  distance  au  soleil,  ou  du  rayon  vecteur  d'une  ellipse. 
Comme  ce  rayon  a  pour  expression 

P 

i  —  c  cos  y  ' 

et  que  d'ailleurs  la  seconde  vitesse  angulaire  peut  être,  pour 
plus  de  simplicité,  supposée  constante,  on  aura 

£  =      —  eco»t)»=X(t-  7ccos7), 
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en  négligeant  le  carré  de  l'excentricité,  qui  est  très-faible 
pour  les  planètes  et  les  satellites.  On  retombe  ainsi  sur  la 
formule  de  transmission  sinusoïdale. 

141.  Jiouagc  (V lluyghcns.  —  On  rencontre  dans  le 
planétaire  d'Huyghens  un  système  (PL  Vlll,  fig.  124) 
formé  d'un  long  pignon  à  lanterne,  engrenant  avec  une 
roue  d'une  forme  particulière  :  c'est  une  sorte  de  crémail- 
lère enroulée  sur  un  cylindre,  et  dont  les  dents  se  trouvent 
disposées  comme  les  fleurons  d'une  couronne.  Cette  roue 
tourne  autour  d'un  point  autre  que  son  centre  pour  pro- 
duire l'irrégularité. 

Comme  le  pignon  fait  passer  dent  pour  dent  de  la  cré- 
maillère, les  arcs  dont  il  tourne  sont  égaux  à  ceux  dont  le 
point  de  contact  tourne  autour  du  centre  de  figure  de  la 
roue.  Le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  donc  propor- 
tionnel à  celui  des  angles  qu'un  déplacement  infiniment 
petit  du  point  de  contact  sous-tend  dans  la  roue,  par  rap- 
port au  centre  de  figure  et  au  centre  de  rotation  (PL  IJJ, 
fig.  36).  C'est  précisément  le  mode  de  transmission  que 
nous  avons  déjà  rencontré  (48),  et  Ton  voit  que  le  rouage 
irrégulier  d'Huyghens  est,  au  fond,  équivalent  au  renvoi 
de  rotation  de  Whitworth. 

142.  Rouage  êpicycloUal  excentrique.  —  La  roue  ex- 
centrique A  mène  la  roue  concentrique  B  par  l'intermé- 
diaire d'une  roue  épicycloïdalc  C  (PL  FIJI,  Jig.  ia5).  Le 
contact  est  constamment  maintenu  entre  A  et  C,  B  et  C 
par  des  liens  invariables  établis  entre  les  centres  de  figure, 
et  égaux  aux  sommes  des  rayons. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  ici  à  donner  une  théorie 
détaillée  de  cet  organe,  car  nous  la  retrouverons  bientôt 
pour  un  mécanisme  équivalent  (156).  11  est  évident,  en 
effet,  que  le  système  actuel  revient  à  celui  de  deux  mani- 
velles (l'excentricité  de  la  roue  A  et  le  lien  des  roues  B 
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et  C)  reliées  par  une  birlle  (la  bride  qui  réunit  les  roues 
AetC). 

S"- 

VAniATION  BRUSQUE. 

143.  Roues  complémentaires.  —  On  réalise  des  varia- 
lions  brusques  dans  le  rapport  dos  vitesses,  en  changeant 
brusquement  de  rayons  primitifs  (/V.  /  III t  Jig.  126). 
Mais  les  roues  ainsi  formées  ne  sont  pas  arbitraires  dans 
toutes  leurs  partir*.  Je  vais  me  proposer  de  déterminer 
d'uuc  manière  générale  les  conditions  qu'elles  doivent 
remplir. 

Eu  premier  lieu,  les  deux  rayons  primitifs  correspon- 
dants doivent  toujours  être  complémentaires,  cl  reproduire 
par  leur  somme  la  dislance  des  centres,  si  ou  suppose  pour 
fixer  les  idées  les  engrenages  extérieurs 

(1)  n-^rJaeA, 

•  ^ 

En  second  lieu  les  arcs  primitifs  correspondants  doi- 
vent être  égaux,  .puisqu'ils  sont  destines  à  rouler  l'un  sur 
l'autre  : 

(,)  . 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  Ton  a,  en  étendant  la  somme  à 
tous  les  angles  de  chacune  des  roues  , 

(3)  20i==J,r> 

*    4)  2  = 

Cette  dernière  formule  «c  transforme,  d'après  les  équa- 
tions (t)  et  (2),  de  la  manière  suivante  : 
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Si  on3'ajoute  avec  la  formule  (3),  mise  sous  la  forme 

ou  trouve  celte  autre  plus  simple  : 
c'est-à-dire 

On  obtient  par  là,  sous  la  forme  (3)  et  (5),  les  deux  con- 
ditions relatives  aux  éléments  d  une  quelconque  des  ilcux 
roues,  en  les  isolant  de  ceux  de  la  roue  conjuguée. 

\\\.  Si  nous  nous  restreignons  en  particulier  au  cas  de 
deux  rayons,  ces  conditions  deviendront 

A  -  r,       A  —  r,  A 

On  en  tire,  par  l'élimination, 

Air.—  n). 

On  voit  qu'aucun  des  rayons  ne  peut  être  égal  à  la  moitié 
de  la  ligne  des  centres,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  pas  réa- 
liser dans  cet  appareil  un  intervalle  d'égalité  de  vitesse; 
•car  les  dénominateurs  s'annuleraient  en  même  temps  que 
les  numérateurs  «  et  les  angles  ne  seraient  plus  déterminés. 
Et,  en  efTct,  si  les  rayons  étaient  égaux,  ainsi  que  leurs 
arcs,  il  en  serait  de  même  de  leurs  angles.  Il  resterait  donc 
des  angles  égaux  pour  des  rayons  différents,  ce  qui  est  im- 
possible} ou  pour  des  rayons  égaux,  mais  alors  ils  forme- 
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raient  encore  la  moitié  de  la  ligne  des  centres,  et  il  n'y 
aurait  plus  variation  de  vitesse. 

Aucun  des  rayons  ne. peut  donc  être  celui  du  cercle 
moyen.  Nous  allons  reconnaître  qu'il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que  dans  chaque  paire  ils  soient  l'un  supérieur  cl 
l'autre  inférieur  à  ce  dernier.  Supposons,  en  effet, 

r,<r„ 

comme  les  dénominateurs  sont  de  signes  contraires,  il  eu 
doit  être  de  même  des  numérateurs.  Leurs  seconds  facteurs 
sont  essentiellement  positifs,  et,  quant  aux  premiers,  celui 
de  0,  est  le  plus  grand.  On  doit  donc  avoir 

ar, —  A<o,      ar, —  A>o, 

d'où 

r,<^<r,. 

Ainsi  la  condition  est  nécessaire.  Elle  est  de  plus  suffi- 
sante ,  car  la  seconde  restriction  est  que  chacun  des  angles 
soit  inférieur  à  arc,  ou  que  l'on  ait  pour  le  premier,  par 
exemple, 

(a  r,  —  A)  (A  —  r,  )<  A  (r,  —  r,  ) . 

t 

Or,  on  reconnaitra  facilement  que  celle  inégalité  revient  à 
la  suivante  : 

(A-r^ar,—  A)<o, 

laquelle  est  satisfaite  en  raison  des  précédentes. 

145.  Considérons  enfin  le  système  binaire  le  plus  sim- 
ple de  tous,  c'est-à-dire  celui  dont  les  deux  roues  sont  pa- 
reilles (PI.  VHJ)  Jig.  127).  Ce  ne  peut  ôtre  par  les  arcs 
semblables  qu'elles  se  conduisent,  car  les  rayons  simulta- 
nés doivent  être  complémentaires  ;  c'est  donc  par  les  arcs 
dissemblables.  Mais  ils  sont  isopérimètres  d'une  roue  a 
l'autre,  et,  comme  toutes  les  deux  doivent  être  identiques, 
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ils  seront  isopéri mètres  sur  une  même  roue.  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  est  donc  que  sur  chacune  d'elles  les 
rayons  soient  complémentaires  à  la  ligne  des  centres,  que 
les  angles  le  soient  à  36o  degrés,  et  qu'ils  soient  en  raison 
inverse  les  uns  des  autres. 

La  Jig.  127,  Pl.  FUI,  représente  un  de  ces  systèmes 
pour  lequel  on  a  pris 

r, 
0. 


INTERMITTENCE. 

146.  Roues  partielles.  —  On  réalise  les  alternatives  de 
mouvement  et  de  repos  en  employant  comme  roues  me- 
nantes des  circonférences  partiellement  dentées  qui  engrè- 
nent dans  les  intervalles  garnis  de  dents  et  cessent  de 
transmettre  le  mouvement  dans  les  autres,  la  résistance  à 
vaincre  suffisant  alors  à  arrêter  la  roue  menée  (Pl.  FUI, 
Jig.  128). 

Cependant,  comme  en  raison  de  l'inertie  cet  arrêt  ne 
peut  être  instantané,  la  roue  menée  éprouvera  un  faible 
déplacement  par  rapport  à  la  position  où  elle  a  été  aban- 
donnée par  la  roue  menante  ;  et,  quand  la  nouvelle  denture 
se  présentera,  cette  roue  ne  sera  pas  disposée  pour  l'engrè- 
ncment.  Aussi  a-t-on  soin  de  munir  l'origine  des  arcs 
dentés  de  la  roue  menante  de  becs  qui  viennent  saisir  un 
bouton  placé  sur  la  roue  menée,  et  disposent  ainsi  avec 
précision  cette  dernière  à  recevoir  la  première  dent  de  la 
roue  menante. 

D'après  cela  les  boutons  divisent  la  roue  menée  en  un 
certain  nombre  d'arcs  qui  se  succèdent  sans  interruption, 


—  ir. 
a 
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et  qui  doi veut  être  respectivement  égaux  à  ceux  de  la  ronc 
menante.  Si  donc  les  deux  roues  out  le  même  nombre 
d'arcs,  ceux-ci  seront  respectivement  égaux.  Si  le  nombre 
de  la  roue  menée  est  un  multiple  de  l'autre,  ses  arcs  doi- 
vent être  périodiquement  égaux  à  ceux  de  la  roue  menante. 
Si  les  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  tous  les  arcs 
doivent  être  égaux,  car  chacun  d  eux  engrènera  successi- 
vement avec  tous  les  autres.  S'ils  ont  seulement  un  facteur 
commun,  les  arcs  se  reproduiront  périodiquement  d'après 
ce  fadeur  commun. 

Il  n'existe,  du  reste,  aucune  restriction  pour  les  arcs 
Wdes  de  la  roue  menante.  Par  suite,  le  rapport  des  vitesses 
pourra  être  un  nombre  quelconque,  fùt-il  incommensu- 
rable, ce  qui  est  impossible  dans  les  rouages  ordi- 
naires (109). 

\Y7.  Compteurs.  —  On  emploie  pour  les  compteurs 
décimaux  un  cas  particulier  de  la  disposition  précédente 
dans  lequel  la  roue  menée  présente  dix  dents  et  la  roue 
menante  une  seule,  de  sorte  que  les  nombres  de  tours  sont 
décuples  l'un  de  Vautre.  ISous  reviendrons  plus  tard  (297) 
sur  l'emploi  de  ce  rouage. 

448.  Arithmaurel.  —  Dans  la  machine  à  calculer  de 
MM.  Maurel  et  Jayct,  l'organe  essentiel  est  un  long  pi- 
gnon [Pl.  FIJI,  Jig.  iîj))  formé  par  la  superposition  de 
neuf  roues  qni  présentent  successivement  I,  2 ,  3,  4»  5, 
fi,  7,  8  cl  a  dents.  On  le  fait  engrener  avec  une  roue  sus- 
ceptible de  se  transporter  parallèlement  à  elle-même  sui- 
vant son  axe  de  rotation.  D'après  cela,  si  la  roue  est  amenée 
par  un  tirage  longitudinal  en  regard  du  pignon  m.  et  qu'on 
fasse  faire  n  tours  à  ce  pignon,  on  fera  "passer  mn  dents  de 
la  roue.  C'est  le  principe  de  la  multiplication. 
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•  I  • 

CHANGEMENT  DE  SENS. 

'1 19.  Houe  alternative.  — La  roue  menante  est  formée 
d'une  jante  dentée  à  l'intérieur  et  d'un  moyeu  denté  à 
l'extérieur  (PI-  IXt  Jig.  1 3 1 ) .  Ces  deux  dentures  sont 
d'ailleurs  partielles,  et  leurs  extrémités  se  correspondent 
sur  les  mêmes  rayons. 

D'après  cela,  pendant  la  marche  continue  de  la  roue,  ic 
pignon  interposé  jouera,  par  i  apport  à  elle,  le  rôle  d'un 
engrenage  alternativement  extérieur  ou  intérieur,  et  par 
suite  il  se  mouvra  successivement  dans  les  deux  sens. 

Lanterne  oscillante,  —  La  roue  menante  est  un  pignon 
à  alluthons  (Pl.  JXj  jig.  i3ct)  installé  au  bout  d'un  arbre. 
Celui-ci  est  pris  dans  un  palier,  qui  est  mobile  dans  une 
faible  étendue,  de  manière  à  permettre  à  l'axe  déjouer  d'un 
certain  angle.  D'un  autre  côté,  la  roue  à  lanterne  est  inter- 
rompue en  un  point,  et  le  fuseau  qui  devrait  s'y  trouver  est 
remplacé  par  un  arrêt  infranchissable. 

Lorsque  celle  roue  sous  l'effort  du  pignon  vient  lui  pré- 
senter cet  arrêt,  la  continuation  du  mouvement  dans  ce 
sens  devient  impossible  sans  briser  la  machine,  si  le  pi- 
gnon, sous  l'empire  de  l'effort  développé,  ne  tourne  autour 
du  dernier  fuseau,  pour  passer  de  l'intérieur  de  la  lan- 
terne à  l'extérieur  ou  réeiproquement.  On  obtient  donc 
encore  un  engrenage  alternativement  extérieur  ou  intérieur, 
c'est-à-dire  un  changement  de  sens. 

Double  pignon  oscillant.  —  Si  on  enroule  sur  une 
moitié  de  cylindre  une  crémaillère  menante,  comme  dans 
le  mécanisme  d'Huyghcns  (441),  elle  déterminera  évidem- 
ment des  rotations  inverses  du  pignon  dans  chacun  de 
ses  passages  [PL  FIJI,  fi  g-  i3o). 
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Si  la  denture  occupe  moins  mie  la  demi- circonférence, 
le  rouage  sera  en  outre  intermittent.  File  ne  saurait,  du 
resie,  occuper  plus  de  la  demi -circonférence. 

150.  Crémaillère  double.  —  Le  pignon  menant  (  Pl.  IX, 
fig.  i33)  n'est  denté  <jue  sur  une  portion  de  son  contour, 
qui  agît  successivement  dans  deux  sens  opposés  sur  les  pa- 
rois de  la  crémaillère. 

Crémaillère  à  pignon  oscillant.  —  Le  pignon  est  deuté 
sur  toute  sa  circonférence  (Pl.  IX,  fig.  1 34 ),  mais  il  a 
la  latitude  de  passer  d'un  côté  à  l'autre  de  la  cloison  lorsque 
le  fond  du  cadre  vient  buter  contre  lui.  Il  agit  donc  encore 
sur  la  crémaillère  dans  deux  sens  ditléients. 
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CHAPITRE  XI. 

BIELLES. 


SI- 
THÉORÈMES  FONDAMENTAUX. 

151.  Généralités.  — Nous  comprenons  sous  la  déno- 
mination de  bielles  les  organes  dont  les  deux  pièces  prin- 
cipales sont  mises  en  relation  par  un  intermédiaire  so- 
lide (XXV). 

La  bielle  est.  à  proprement  parler,  cet  intermédiaire.  On 
la  muuit  toujours  à  ses  extrémités  d'articulations  (  il)  qui 
la  réunissent  aux  deux  autres  pièces.  Pour  étudier  son  mou- 
vement, nous  pouvons  la  réduire  à  la  ligne  droite  qui  joint 
les  centres  de  ces  articulations.  Ce  mouvement  sera  alors 
celui  d'une  droite  de  longueur  constante  qui  s'appuie  par 
ses  extrémités  sur  deux  courbes  déterminées. 

Ces  lignes  sont  ordinairement  planes  et  situées  dans  le 
même  plan.  La  bielle  s'y  trouvera  par  cela  même.  Elle 
prendra  donc  un  mouvement  plan  et  aura  un  centre  instan- 
tané. Celui-ci  est  le  point  de  concours  des  normales  (Mil  ) 
de  toutes  les  trajectoires,  et  comme  nous  connaissons  deux 
de  ces  courbes,  nous  obtiendrons  ce  centre  par  l'intersec- 
tion des  normales  aux  deux  courbes  proposées  (  Pl.  JJJ, 
./%.37)(«). 


(')  Pour  plus  de  Généralité,  imaginons  que  le  système  de  deux  courbes 
quelconques  liées  ensemble  soit  guidé  par  deux  autres  courbes  fixes.  Le 
centre  instantané  se  trouvera  encore  à  l'intersection  dm  normales  communes 
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Si  Von  veut  connaître,  pour  chaque  position  de  la  bielle,, 
le  point  où  elle  touche  son  enveloppe,  il  suffira  d'y  pro- 
jeter le  centre  instantané  (Mil). 

Nous  savons  encore  (VIII)  comment  ce  centre  fournit 
pour  chaque  point  la  direction  et  la  valeur  de  sa  vitesse. 
Cherchons,  par  exemple,  le  rapport  des  vitesses  de  glisse- 
ment  des  deux  extrémités.  Nous  aurons  pour  cela 

p       ûA      sinttA'A  _  cosAA'T' 
»'  ~~  il  A>  ~~  sin  il  A  A'  ~~  cos  A' AT  1 

* 

ce  qu'on  peut  écrire 

..«»(«.,  AA')  =  «.'cos(.',  A  A')* 

Les  vitesses  estimées  suivant  la  bielle  sont  donc  les  mûmes 
pour  ses  deux  extrémités  \  et  par  suite  pour  un  point  quel- 
conque de  cotte  bielle,  car  on  peut  l'arrêter  par  la  pensée 
en  tel  endroit  que  l'on  voudra. 

152.  Rapport  de  transmission.  —  Supposons,  en  par- 
ticulier, que  les  deux  courbes  soient  des  cercles,  pour  ren- 
trer dans  le  cas  de  la  pratique.  Les  normales  sont  alors  les 
rayons,  et  le  centre  instantané  de  la  bielle  se  trouve  inces- 
samment à  l'intersection  des  deux  rayons  d'attache  [Pl.  lit. 
.//$.  38). 


aux  deux  points  dp  contact.  On  pourra  donc  de  même  connaîtra  la  direction 
•Hun  point  quulconquo  lié  aux  courbes  mobiles  ou  le  point  de  contact  d'une 
troisième  ligne  arbitraire  tracée  dans  leur  plan  avec  son  enveloppe  [  VIII ), 

I.c  problrmc  des  bielles  se  présenta  comme  cas  particulier  si  I  on  réduit 
parla  pensée  lu*  courbes  mobile»  a  une  seule  ellipse  infiniment  aplatie. 

On  remarquera  encore  le  cas  particulier  où  ce»  lignes  seraient  les  côtés 
d'un  anclo  invariable  et  où  les  dcu\  guides  fixes  se  réduiraient  it  une  seule 
courbe.  On  saura  par  là  mener  la  tangente  au  lieu  géométrique  des  points 
d'où  une  courbe  fixe  o*lvue  sous  un  anjlo  constant,  li  est  facile  de  recon- 
naître,que  ce  lieu  a>l  tangent  nu  ccrale  mené  par  le  sommet  de  l'angle  et 
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L'équation  générale  put  alors  se  mettre  sous  la  forme 

*»r       sin  11  A'A 
wV~~siiiUAA'' 

d'où  en  projetant  les  deux  centres  sur  la  bielle  en  P,  P', 

r'sinC'A'P'  _  C'P' 
w' ~    /  sin  CAP   —  "CP" 

Les  vitesses  angulaires  sont  donc  en  raison  inverse  des 
distances  des  centres  à  la  bielle. 

Si  nous  menons  C'H  parallèle  à  CA,  nous  pourrons  en- 
core écrire 

_  C'H 
*»'       CA  ' 

et  comme  CA  est  une  constante,  on  voit  que  le  rapport  de 
la  première  à  la  seconde  vitesse  angulaire  varie  comme  la 
distance  du  second  centre  à  la  bielle,  comptée  parallèlement 
au  premier  rayon  d'attache. 

Nous  aurons  enfin,  en  traçant  la  ligne  des  centres  CC'K, 

«  _  C'K 
17  ~  CK  ' 

et  par  conséquent  ce  troisième  énoncé  :  Le  rapport  des  vi- 
tesses angulaires  est  le  rapport  inverse  des  segments  inter- 
ceptés par  la  bielle  sur  la  ligne  des  centres. 

153.  Quant  au  sens  des  vitesses,  on  peut  poser  la  règle 
suivante  :  Si  la  bielle  rencontre  là  ligne  des  centres  snr  son 
prolongement,  les  deux  rotations  sont  de  même  sens-  si 
elle  la  coupe  dans  l'infcrvalle  des  centres,  elles  sont  de 
sens  contraire. 

En  effet,  vues  du  centre  instantané  ft,  les  deux  rotations 
sont,  bien  entendu,  de  même  sens,  puisqu'elles  n'en  for- 
ment qu'une  seule.  Or,  SI  sera  déterminé  par  l'intersec- 
tion des  bras  prolongés  tous  deux  du  côté  des  articulations 
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ou  tous  deux  en  arrière,  si  les  deux  centres  sont  d'un 
même  côté  de  la  bielle;  alors  les  observateurs  C  et  C 
voient  tous  les  deux  les  rotations  comme  Pobservateur 
ou  d'une  manière  contraire  à  la  sienne,  c'est-à-dire  dans 
un  même  sens.  Si  au  contraire  les  centres  se  trouvent  de 
part  et  d'autre  de  la  bielle,  on  obtient  en  prolongeant 
l'un  des  bras  du  côté  de  l'articulation  et  l'autre  en  arrière. 
L'un  des  observateurs  C  ou  C  est  donc  tourné  comme  îî, 
tandis  que  l'autre  lui  fait  face,  et  par  conséquent  leurs 
impressions  seront  inverses. 

154.  Si  l'un  des  cercles  se  réduit  à  une  droite,  le  centre 
instantané  U  se  trouve  à  l'intersection  du  rayon  d'attaelie 
et  de  la  perpendiculaire  à  la  droite  (PL  M/,fig.  39). 

L'équation  générale  devient  dans  ce  cas 

sinHAV  CH 
Z~r~~  sinQA'A  ~~  CA  ' 

d'où 

(' 

-  =  CH. 
w 

Le  rapport  des  vitesses  linéaire  et  angulaire  est  représenté 
par  la  distauce  du  centre  à  la  droite,  comptée  perpendicu- 
lairement à  la  droite. 

155.  Si  les  deux  cercles  se  réduisent  à  des  droites  rec- 
tangulaires (PL  III,  fig.  4"),  le  centre  instantané  se  trouve 
au  quatrième  sommet  du  rectangle  dont  la  bielle  forme  la 
diagonale  -,  et  le  rapport  des  vitesses  des  extrémités  est  le 
rapport  inverse  de  leurs  dislance^au  point  de  croisement 
des  deux  droites. 

Dans  ce  cas,  le  plus  simple  de  tous,  et  fréquemment  réa- 
lisé dans  la  pratique,  on  peut  donner  une  image  élégante 
du  mouvement  continu.  Nous  savons  (IX)  que  c'e%t  le  rou- 
lement des  deux  lieux  du  centre  instantané  dans  l'espace 
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absolu  et  dans  la  ligure  mobile.  Le  premier  est  un  cercle 
qui  a  pour  rayon  la  bielle  et  pour  centre  le  point  de  croise- 
ment; car  le  centre  instantané  est  le  quatrième  sommet  du 
rectangle,  les  deux  diagonales  sont  égales,  et  par  suite  la 
distance  du  sommet  au  point  de  croisement  reste  constante. 
Le  second  est  un  cercle  qui  a  la  bielle  pour  diamètre,  car 
le  centre  instantané  occupe  constamment  le  sommet  d'un 
angle  droit  inscrit  sur  celte  bielle.  Donc  le  mouvement 
continu  revient  au  roulement  d'un  cercle  dans  un  autre 
de  rayon  double. 

Il  est  facile,  en  outre,  d'établir  les  deux  propositions 
suivantes,  dont  je  supprime  la  démonstration  :  La  trajec- 
toire de  tout  point  de  la  bielle  ou  de  son  plan  est  une 
ellipse  qui  a  pour  axes  les  droites  rectangulaires.  Elle  se 
réduit  à  un  cercle  pour  le  centre  de  la  circonférence  mo- 
bile et  à  un  diamètre  du  cercle  fixe  ou  ilanc  (81  )  pour  les 
points  de  cette  circonférence  mobile.  En  outre,  l'enveloppe 
de  la  bielle  est  l'épicycloïde  décrite  par  le  roulement  d'un 
cercle  dans  un  autre  de  rayon  quadruple. 

156.  CoMBIISÀISOÎiS  DE  MOUVEMENT.          Les  C35  que  IlOUS 

venons  de  considérer  sont  les  seuls  qui  intéressent  la  pra- 
tique pour  une  raison  facile  à  comprendre.  En  effet,  le 
mouvement  d'une  bielle  étant  toujours  extrêmement  com- 
pliqué, les  efforts  qu'elle  transmet  seront  très-variables  en 
grandeur  et  en  direction.  Il  est  donc  nécessaire  de  soigner 
particulièrement  les  guides  des  pièces  conduites,  et  pour 
cela  de  ne  leur  attribuer  que  des  mouvements  simples,  tels 
que  la  rotation  ou  le  mouvement  rectiligne,  ce  qui  fournit 
les  trois  combinaisons  précédentes. 

Il  y  a  lieu  cependant  de  pousser  plus  loin  la  subdivision. 
Le  mouvement  rectiligne  ne  peut  être,  en  effet,  employé 
que  d'une  manière  alternative  ;  mais  le  mouvement  de 
rotation  peut  être  progressif  ou  de  va-et-vient.  De  là  trois 
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sortes  de  pièces,  que  nous  désignerons  par  les  noms  sui- 
vants :  les  liges  seront  les  pièces  en  mouvement  rectilîgne 
alternatif,  les  manivelles  celles  qui  possèdent  une  rotation 
continue,  et  les  balanciers  une  rotation  alternative. 

On  peut,  du  reste,  grouper  ces  éléments  de  six  manières 
différentes,  qui  donneront  lieu  à  trois  combinaisons  simi- 
laires et  trois  dissemblables. 

Première  CATÉGORIE.  —  Deux  tiges. 

Skconde  catégorie.  —  Deux  manivelles. 

TROISIEME  catégorie.  —  Deux  balanciers. 

Quatrième  catégorie.  —  Tige  et  manivelle. 

Cinquième  catégorie.  —  Manivelle  et  balancier. 

Sixième  catégorie.  —  Balancier  et  tige. 

157.  L'établissement  de  ces  différents  types  nécessite 
certaines  conditions  <m 'il  est  intéressant  de  préciser.  Nous 
supposerons  toujours,  comme  c'est  le  ras  de  la  pratique,  les 
trois  pièces  comprises  dans  un  même  plan. 

La  première  catégorie,  ou  la  connexion  de  deux  tiges, 
n'exige  aucune  restriction. 

Pour  la  quatrième  et  la  sixième,  qui  réunissent  une  tige 
et  une  pièce  tournante,  il  est  d'abord  nécessaire  que  la 
longueur  de  la  bielle  soit  supérieure  à  la  moindre  distance 
du  cercle  à  la  tige,  c'est-à-dire  à  la  distance  du  centre  di- 
minuée du  rayon.  On  obtiendra  d'ailleurs  le  mouvement 
circulaire  continu  ou  alternatif,  c'est-à-dire  la  quatrième 
ou  la  sixième  catégorie,  suivant  que  la  longueur  de  la  bielle 
sera  supérieure  ou  inférieure  à  la  plus  grande  distance  du 
cercle  à  la  lige,  c'est-à-dire  à  la  dislance  du  centre  aug- 
mentée du  rayon.  II  sera,  en  effet,  alors  possible  ou  non  à 
l'articulation  de  la  bielle  de  passer  par  le  point  du  cercle 
le  plus  éloigné  de  la  tige. 

158.  Considérons  maintenant  la  seconde,  la  troisième  et 
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la  cinquième  catégorie,  c'est-à-dire  la  connexion,  de  deux 
pièces  tournantes  (').  Nous  appellerons  pôles  les  inter- 
sections de  la  ligne  de»  centres  avec  chacun  des  cercles, 
et  segments  les  distances  d'un  pôle  pris  sur  l'un  des  cercles 
à  chacun  des  pôles  de  l'autre.  Parmi  ces  quatre  segments 
nous  en  distinguerons  encore  deux  moyens  et  deux  ex- 
ternes. Ces  derniers,  à  savoir  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
des  quatre,  mesurent  la  moindre  et  la  plus  grande  distance 
commune  des  deux  cercles. 

Une  première  condition  commune  aux  trois  catégories, 
et  évidente  par  elle-même,  est  que  la  longueur  de  la  bielle 
soit  comprise  entre  les  segments  extrêmes.  Il  serait,  en  effet, 
sans  cela  impossible  que  l'une  des  articulations  élaut  placée 
sur  un  cercle,  l'aulre  extrémité  pût  se  trouver  sur  le  second. 

La  condition  du  mouvement  continu  ou  alternatif  sur 
l'un  des  cercles  est  ensuite  que  l'articulation  qui  s'y  meut 
puisse  ou  non  franchir  ses  deux  pôles.  Il  faut  à  cet  égard, 
pour  chaque  pôle,  que  la  bielle  soit  ou  non  comprise  entre 
les  deux  segments  qui  y  aboutissent.  Cela  revient  à  ce  que 
sa  longueur  soit  ou  non  comprise  entre  les  deux  segment» 
moyens.  En  effet,  les  deux  segments  de  l'un  des  pôles 
seront  :  ou  les  deux  moyens,  ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion; ou  les  deux  extrêmes,  auquel  cas  l'autre  pôle  fournil 
les  deux  moyens  ;  ou  enfin  un  moyen  et  un  extrême.  Dans  ce 
cas,  la  bielle  doitètre  inférieure  au  segment  moyen  adjacent 
au  minimum  et  supérieure  au  segment  moyen  adjacent  au 
maximum,  puisque,  d'après  ce  qui  précède, elle  est  toujours 
comprise  entre  le  segment  minimum  et  le  maximum. 
D'après  cela,  pour  la  troisième  catégorie,  qui  présente 


(l)  Cette  discussion  a  été,  à  la  forme  près  que  nous  lui  donnons  ici,  pré- 
sentée pour  la  première  fois  par  M.  Girault,  professeur  à  la  Faculté  de  Caen. 
On  en  facilitera  l'intelligence  en  dessinant  au  fur  et  à  mesure  les  différentes 
dispositions  indiquées. 
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deux  rotations  alternatives,  la  condition  sera  que  la  bielle, 
tout  en  restant  comprise  entre  les  segments  extrêmes,  ne  le 
soit  pas  entre  les  segments  moyens. 

159.  Portons  maintenant  notre  attention  sur  la  .seconde 
catégorie,  qui  réunit  deux  rotations  continues.  11  devient 
nécessaire  de  supposer,  au  contraire,  la  bielle  comprise 
entre  les  .segments  moyens.  Mais  la  disposition  des  cercles 
ne  peut  plus  être  laissée  quelconque.  Pour  la  préciser  plus 
clairement,  appelons  C  et  c  les  centres  du  plus  grand  et  du 
plus  petit  cercle.  Plaçons  la  ligne  Ce  horizontalement. 
C  à  droite  et  c  à  gauche.  Appelons  À,  B;  «,  b  le  pôle  droit 
et  le  pôle  gauche  du  grand  et  du  petit  cercle. 

Le  pôle  A,  étant  le  plus  à  droite  des  quatre,  présente 
parmi  ses  deux  segments  le  maximum  Al  ;  l'autre  A  a  est 
donc  le  moindre  des  deux,  et  comme  ils  doivent,  pour  le 
passage  en  A  ,  comprendre  la  longueur  /  de  la  bielle. 

/>Aa. 

Au  passage  en  15,  /  doit  être  de  même  inférieur  au  plus 
grand  des  deux  segments  adjacents  Ba,  B&.  Ce  sera  évi- 
demment celui  qui  contient  le  milieu  c  de  la  distance  ab. 
Or,  si  nous  supposons  d'abord  c  extérieur  à  la  grande  cir- 
conférence, c'est-à-dire  situé  à  gauche  de  B,  il  se  trouvera 
du  même  côté  que  6,  et  par  suite  sur  B6.  On  aura  donc 

c  extérieur   t<C.Bb; 

et  on  trouverait  de  même 

c  intérieur   /<B«. 

En  rapprochant  ces  inégalités  de  la  précédente,  nous  en  dé- 
duisons 

c  extérieur   B6>  A«r, 

c  intérieur   Ba>Aa. 

La  première  est  impossible.  En  effet,  Aa  est  formé  de  la 
somme  ou  de  la  différence  (suivant  que  les  cercles  sont 
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extérieurs  ou  sécants)  du  grand  diamètre  AB  et  du  seg- 
ment minimum  Ba$  et  B&  est  composé  de  même  avec  le 
petit  diamètre  ab  et  ha.  Le  premier  est  donc  supérieur  au 
second.  Aussi,  il  devient  nécessaire  de  supposer  que  c  soit 
intérieur  à  la  grande  circonférence  ;  mais  alors  la  dernière 
inégalité  exige  que  a  soit  plus  rapproché  de  A  que  de  B, 
ou  se  trouve  à  droite  du  milieu  C  de  leur  distance.  Ce  centre 
se  trouve  donc  lui-même  intérieur  à  la  petite  circonférence, 
et  par  suite  chacun  des  deux  cercles  doit  renfermer  le  centre 
«le  l'autre. 

160.  Il  reste  enfin  à  considérer  la  cinquième  catégorie,  qui 
comprend  une  rotation  continue  et  une  alternative.  Ce  cas 
se  présentant  nécessairement  lorsque  aucun  des  deux  précé- 
dents ne  sera  réalisé,  la  condition  est  que  la  bielle  restant 
romprise  entre  les  segments  moyens,  le  centre  de  la  grande 
rirconférenre  soit  extérieur  à  la  petite. 

Nous  pouvons,  par  conséquent,  résumer  de  la  manière 
suivante  ce  qui  est  relatif  aux  trois  derniers  cas,  renfer- 
mant toutes  les  combinaisons  de  deux  pièces  tournantes  : 
i°  deux  balanciers,  lorsque  la  bielle  est  comprise  entre  les 
segments  extrêmes ,  mais  non  entre  les  segments  moyens, 
quelle  que  soit  d'ailleurs  la  disposition  des  centres;  2°  deux 
manivelles,  lorsque  la  bielle  est  comprise  entre  les  segments 
moyens  et  que  le  centre  de  la  grande  circonférence  est  in- 
térieur à  la  petite  ;  3°  manivelle  et  balancier,  lorsque  la 
bielle  est  comprise  entre  les  segments  moyens  et  que  le 
centre  de  la  grande  circonférence  est  extérieur  à  la  petite. 

161.  Mentionnons  enfin  les  hypothèses  limites  relatives 
à  l'égalité  des  rayons,  ou  à  l'égalité  de  la  bielle  et  d'un  des 
segments,  ou  enfin  à  la  position  des  cercles,  comme  le  cas 
de  tangence,  ou  de  la  position  du  centre  de  chaque  cercle 
sur  l'autre  ou  des  deux  en  un  même  point.  On  peut  par  là 
donner  lieu  à  un  très-grand  nombre  de  cas  particuliers,  qu'il 
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serait  trop  long  d  enumérer  en  détail.  Il  est  seulement  né- 
cessaire d'être  bien  prévenu  sur  ce  point,  qui  peut  donner 
lieu  à  des  exceptions  pour  nos  règles  générales. 

162.  Points  morts.  —  Lorsqu'on  voudra,  dams  un  mou- 
vement alternatif  qui  s'effectue  sur  uu  cercle  C,  trouver  les 
points  extrêmes,  il  faudra  chercher  le  maximum d'éloigne- 
ment  ou  de  rapprochement  que  son  articulation  peut  subir 
par  rapport  à  l'autre  centre  c.  Mais  le  rayon  et  la  bielle 
forment  dans  l'espace  un  triangle  que  ferme  celte  distant  e, 
et  par  suite  celle-ci  sera  intermédiaire  entre  leur  somme 
ou  leur  différence.  Les  limites  de  la  distance  seront  donc 
celte  somme  et  celte  différence  elles-mêmes,  et  il  suffira, 
pour  trouver  les  positions  extrêmes  sur  le  cercle  C,  de 
prendre  ces  longueurs  pour  rayons  de  deux  cercles  de  con- 
struction décrits  de  c  comme  centre.  Il  est  bien  clair  d'ail- 
leurs, en  raison  de  la  symétrie,  qu'on  trouvera  toujours 
double  intersection  de  chaque  côté  de  la  ligne  des  centres. 

Pour  les  positions  ainsi  obtenues,  le  triangle  en  question 
s'aplatit,  de  sorte  que  la  bielle  et  le  bras  se  trouvent  sur  la 
même  ligne  droite,  en  prolongement  ou  en  recouvrement 
Tun  de  l'autre.  Si  donc  la  pièce  C  est  menante  et  c  con- 
duite, il  sera  impossible  de  déterminer  la  mise  en  marche 
de  l'appareil  à  partir  de  ces  points.  On  les  appelle  pour 
cette  raison  points  morts,  et  on  se  rappellera  que  les  points 
morts  de  l'un  des  corps  tournants  correspondent  aux  points 
limites  de  l'autre. 

L'existence  des  points  morts  constitue,  pour  la  trans- 
mission de  mouvement  à  l  aide  des  bielles,  un  grave  incon- 
vénient. JNour  indiquerons  plus  tard  les  moyens  qne  l'on 
emploie  pour  lever  celte  difficulté.  Constatons  seulement 
ici  que  la  combinaison  de  deux  manivelles  ne  présentera 
pas  ce  défaut,  ou  que  la  bielle  n'y  passera  jamais  par  aucun 
des  deux  centres.  En  effet,  chacun  des  deux  mouvements 
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csl  alors  continu  ;  il  n'a  donc  pas  de  points  limites,  cl  par 
conséquent  l'autre  ne  peut  avoir  de  points  morts.  Mous 
savons  d'ailleurs  ( I ."»■))  que  les  deux  rotations  étant  toujours 
alors  de  même  sens,  la  bielle  laisse  nécessairement  les 
cendres  d'un  même  côté. 

§»• 
ORGANES  SIMPLES. 

103.  Bielles.  —  Avant  de  passer  à  l'élude  des  combi- 
naisons de  mouvement,  il  est  nécessaire  de  décrire  sommai- 
rement  les  pièces  qui  y  jouent  un  rôle  (156). 

La  plus  répandue  dans  les  machines  est  appelée  propre- 
ment la  bielle  (Pl.  JX,  Jig.  1 35).  C'est  une  barre  munie 
à  ses  extrémités  de  deux  tètes  de  bielle  (40),  renflée  dans 
l'intervalle  et  munie  de  uervures  pour  garantir  sa  soli- 
dité (443). 

Lorsque  l'articulation  de  l'une  des  extrémités  prend  un 
développement  exagéré  qui  eu  fait  un  excentrique  circu- 
laire à  collier  (41),  la  forme  du  corps  change  et  devient 
celle  de  la  bielle  il  excentrique  (Pl.  /*,  Jig.  85).  On 
l'allège  à  cause  de  son  développement,  et  parce  que,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  théorie  du  frottement  (3Gi),  cette 
combinaison  n'est  employée  que  pour  de  faibles  efforts. 

Lorsque  le  plan  de  l'oscillation  renferme  quelque  pièce, 
comme  une  tige  de  piston,  qui  empiète  sur  l'espace  par- 
couru par  la  bielle,  on  emploie  la  bielle  fendue  (PL  IX, 
fig.  i36),  c'est-à-dire  un  cadre  dont  le  plan  est  perpendi- 
culaire à  celui  du  mouvement.  « 

On  rencontre  mènte,  dans  la  presse  hydraulique,  une 
bielle  doublement,  fendue  (Pl.  IX, < Jig.  Le  premier 

cadre  est  fendu  pour  liver  passage  au  second,  et  celui-ci 
pour  laisser  passer  le  levier,  qui  est  représenté  par  un 
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tronçon  en  perspective.  Il  n'était  pas  possible,  en  effet, 
de  l'articuler  directement  au  premier  cadre,  car  tous  les 
points  de  celui-ci  sont  en  translation  et  le  levier  tourne 
autour  d'un  certain  axe. 

Pour  renvoyer  le  mouvement  dans  le  sens  horizontal  à 
de  grandes  distances,  comme  dans  les  galeries  de  mines,  on 
emploie  les  barres  de  renvoi  (Pl.  IX,  fig.  i38),  réunies 
par  des  pièces  transversales  qui  oscillent  autour  de  points 
d'appui.  L'appareil  est  double,  comme  on  le  voit,  pour  que 
dans  les  deux  sens  la  transmission  puisse  avoir  lieu  par 
traction,  sans  qu'on  ait  recours  à  une  compression  qui 
ferait  fouetter  les  pièces.  Dans  le  sens  vertical,  comme  dans 
les  puits  de  mine,  on  emploie  les  maîtresses  tiges,  qui  sont 
simplement  des  barres  de  charpente  assemblées  en  prolon- 
gement l'une  de  l'autre,  et  dont  la  section  croit  à  partir 
du  bas  (434),  car  les  parties  supérieures  ont  à  supporter, 
outre  le  poids  des  pompes  placées  à  la  partie  inférieure, 
celui  des  tiges  elles-mêmes. 

161.  Tiges.  —  Les  tiges  sont  des  organes  tellement 
simples,  qu'il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter. 

Mentionnons  cependant  la  tige  Gorgone,  d'un  diamètre 
assez  considérable  pour  permettre  le  jeu  à  son  intérieur 
d'une  bielle,  qui  est  alors  directement  attachée  sur  le  piston 
situé  à  l'extrémité.  On  évite  par  là  le  développement  du 
système  en  longueur,  propriété  précieuse  dans  les  navires 
à  vapeur. 

165.  Manivelles.  —  On  distingue  dans  la  manivelle 
(Pl.  IX,  fig*  1^9)  son  centre,  son  rayon  et  son  boutoA. 
Ce  dernier  décrit  un  cercle  dont  le  diamètre  est  appelé  la 
course  ou  Yexcursion.  Elle  est  le  double  du  bras. 

Lorsqu'on  a  besoin  de  faire  exécuter  des  courses  diffé- 
rentes à  la  bielle,  on  emploie  une  manivelle  à  rayon  va- 
riable (Pl.  IX,  fig.  i4o).  A  cet  effet,  le  bouton  est  porté 
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sur  un  curseur,  qui  se  fixe  à  volonté  sur  le  bras  au  moyen 
d'un  boulon. 

La  manivelle  ne  peut  s'installer  qu'à  un  bout  d'arbre. 
En  un  point  intermédiaire,  il  y  aurait  enchevêtrement 
lorsque  la  bielle  se  présenterait  au  point  mort  pour  passer 
d'un  côté  à  l'autre  de  l'arbre.  Imaginons,  pour  ce  cas,  deux 
bouts  d'arbre  avec  des  manh  elles  réunies  par  leurs  bou- 
tons ;  nous  obtiendrons  la  disposition  de  Yarbre  coudé 
(P/.  lX,Jig.  I41)*  Qua,>d  on  a  deux  coudes  à  établir, 
comme  dans  les  locomotives,  on  dispose  leurs  plans  à  angle 
droit.  Si  on  en  a  trois,  comme  dans  les  bateaux  à  vapeur, 
on  les  met  à  120  degrés.  C'est  afin  de  croiser  les  points 
morts,  de  sorte  que  si  une  bielle  se  trouve  hors  d'état 
de  démarrer  le  système,  les  autres  soient  capables  de  le 
faire.  Nous  reviendrons  avec  détail  sur  cette  disposi- 
tion (263). 

Les  coudes  sont  toujours  vue  condition  fâcheuse  de  soli- 
dité. On  peut  leur  substituer  l'emploi  de  Y  excentrique  cir- 
culaire à  collier  (Pl.  V,  fig.  85)  qui  ne  présente  plus  le 
même  inconvénient  que  la  manivelle  simple.  En  effet, 
chacun  des  montants  de  la  bielle  oscille  alors  d'un  seul  côté 
de  l'arbre  sans  avoir  besoin  de  le  traverser»  Ce  mécanisme 
est  donc  équivalent  à  une  manivelle  qui  aurait  pour  bras 
l'excentricité  et  une  bielle  linéaire  disposée  suivant  la  bis- 
sectrice de  la  bielle  d'excentrique.  Nous  verrons,  en  par- 
lant du  frottement  (364),  dans  quels  cas  on  doit  préférer  le 
coude  ou  l'excentrique. 

166.  Balanciers.  —  La  forme  la  plus  simple  est  la  ligne 
droite.  Elle  fournit  les  leviers  oscillants,  les  fléaux  des  ba- 
lances, les  balanciers  des  grandes  machines.  On  donne  à 
ceux-ci  un  profil  parabolique  renflé  vers  le  milieu  pour  la 
solidité  [Pl.  IX,  fig.  ifa).  Le  calcul  l'indique,  en  effet, 
pour  la  meilleure  répartition  de  la  matière  (456). 
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Un  autre  type  très-employé  est  formé  des  deux  côtés  d  an 
an. :1c.  Il  fournit  les  leviers  coudés,  les  renvois  de  sonnette, 
les  variais  (Pl.JX}Jig.  i43)  qui  servent  à  rattacher  les 
maîtresses  liges  aux  barres  de  renvoi  (159). 

» 

§  III. 

TRANSMISSIONS. 

167.  Deux  tiges.  —  Parallélogramme  d'Evans.  —  Le 
système  d'Évaus,  appelé  assez  improprement  parallélo- 
gramme (Pl.  lX,jig.  i44)î  réalise  le  mouvement  de  deux 
tiges  rectangulaires  reliées  par  une  bielle  (155). 

Pour  éviter  les  tractions  latérales,  qui  fatigueraient  ra- 
pidement les  guides,  on  réunit  le  milieu  de  la  bielle  au 
point  de  croisement  par  une  bride  égale  a  la  moitié  de  la 
bielle.  On  se  fonde,  pour  cela,  sur  cette  propriété  évidente 
des  triangles  rectangles  qui  ont  même  hypoténuse,  que 
la  dislance  du  milieu  de  celle-ci  au  sommet  de  l'angle 
droit  reste  constante  et  égale  n  la  moitié  de  cette  hypo- 
ténuse. 

i08.  fosange  articule.  —  On  réalise  encore  la  même 
transmission  dans  le  losange  articulé  (Pl.  IX,  fig.  i45 ). 
Les  tractions  latérales  sont  alors  supprimées  par  la  symé- 
trie même  de  l'appareil. 

169.  Compas  de  menuisier.  —  Cet  instrument  sert  à 
tracer  les  ellipses  d'après  la  propriété  (155)  du  mouvement 
d'une  droite  de  longueur  invariable  prise  entre  les  côtés 
d'un  angle  droil  (Pl.  IX ,  Jig. 

11  se  compose  d'une  planchette  qui  présente  deux  rai- 
nures rectangulaires.  On  y  fait  glisser  deux  boutons  reliés 
par  une  lige  sur  laquelle  se.trouve  la  pointe  traçante.  Les 
demi-axes  de  l'ellipse  ainsi  obtemie  sont  les  distances  de  la 
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pointe  aux  deux  boutons.  Pour  pouvoir  les  faire  varier  à 
volonté,  on  monte  ces  derniers  sur  des  eureeurs  mobiles  le 
long  de  la  règle,  à  laquelle  on  les  assujettit  par  des  vis  de 
serrage. 

170.  Decx  mamvelles.  — Boues  couplées.  — Dans  les 
locomotives  de  marc  handises  on  réunit  les  différents  trains 
de  rones  par  des  bielles  d'accouplement  (Pl.  IX,  fig.  147), 
afin  d'utiliser  pour  l'adhérence  tout  le  poids  du  véhi- 
culé (384).  On  a  soin  alors  de  placer  à  angle  droit  les  rayons 
des  bornons  d'accouplement  pour  croiser  les  points  morts. 

Un  défaut  important  de  ce  mécanisme,  très-simple  d'ail- 
lenrs,  est  de  déterminer  la  plupart  du  temps  un  glissement. 
11  est  presque  impossible,  en  effet,  d'avoir  deux  circonfé- 
rences rigoureusement  égales,  et  dès  lors  cllrs  ne  sauraient 
s'appliquer  un  même  nombre  de  fois  par  roulement  simple 
sur  une  longueur  donnée. 

171.  Roues  à  aubes  parallèles.  —  Dans  les  roues  hy- 
drauliques ordinaires  à  palettes,  celles-ci  sont  disposées 
suivant  les  rayons,  et  tendent  par  suite  à  soulever  l'eau  en 
émergeant.  Pour  éviter  ce  défaut,  il  conviendrait  que  les 
palettes  restassent  parallèles  à  elles-mêmes.  Ce  but  a  été 
réalisé  par  un  ingénieur  Suédois,  au  moyen  d'une  dispo- 
sition, à  la  vérité  plus  curieuse  que  pratique  (Pl.  X, 
fi  g.  i48).  Il  suffit,  pour  donner  une  idée  de  ce  mécanisme, 
de  supposer  un  cercle  que  l'on  abaisse  par  une  translation, 
et  dont  les  différentes  trajectoires  dev  iennent  les  palettes  de 
la  roue.  Si  on  réalise  par  un  joint  d'OIdhatn  (189)  une 
rotation  identique  de  ces  deux  cercles,  les  aubes  resteront 
constamment  verticales. 

172.  Deux  balakciers.  —  On  simplifie  ordinairement 
ce  dispositif  en  employant  des  balanciers  égaux,  et  donnant 
pour  longueur  n  la  bielle  celle  de  la  ligne  des  centres.  Les 
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balanciers  peuvent  alors  se  trouver  ou  non  du  môme  côté 
de  la  bielle,  et  dans  le  premier  cas  être  ou  non  croisés.  De 
là  trois  combinaisons  qui  se  trouvent  réalisées  dans  les  mé- 
canismes suivants. 

173.  Parallélogramme  de  llobcrval.  —  Dans  la  balance 
à  plateaux  supérieurs  de  Roberval  [Pl.  X}jig.  1 49) >  'c  pro- 
blème consiste  à  assurer  une  direction  constante  au  plateau 
ou  à  la  lige  qui  le  supporte,  et  qui  sert  de  lien  entre  deux 
fléaux.  Celle  condition  se  trouve  évidemment  remplie, *car 
le  quadrilatère  AA'CC  a  ses  côtés  invariables,  et  par  suite 
ils  ne  cessent  pas  d'être  égaux  deux  à  deux,  ee  qui  assure 
la  forme  du  parallélogramme.  Le  mouvement  de  la  tige 
sera  donc  une  translation  circulaire  qu'il  ne  faut  pas  con- 
fondre avec  une  rotation. 

174.  Pendule  de  White  et  parallélogramme  de  Reu- 
laux.  —  Les  deux  autres  combinaisons  ont  élé  réalisées 
par  Whilc  et  Reulaux  (de  Zurich).  Le  premier  croise  les 
balanciers  (Pl.  X,  tfig.  i5o),  le  second  les  dispose  de 
chaque  côté  delà  bielle  (Pl.X,Jig.  i5i).  Il  faut  alors  mu- 
nir les  parties  postérieures  d'encoches  pour  assurer  le  sens 
du  mouvement  aux  environs  des  points  morts  ('). 

Ou  peut  s'assurer  par  les  Jîg.  i5o  et  i5i  que  dans  ces 
deux  appareils  le  mouvement  continu  revient  au  roule- 
ment des  ellipses  que  nous  avons  étudié  antérieure- 
ment (20)  On  retrouve,  en  effet,  à  chaque  instant,  dans 
la  figure  des  ellipses  roulantes  (Pl.  I,  fig.  8),  les  éléments 
de  l  une  ou  l'autre  de  ces  deux  combinaisons.  C'est  un 
exemple  remarquable  de  la  représentation  du  mouvement 
continu  d'un  corps  par  le  roulement  des  deux  lieux  du 


('  )  Le  système  de  Reulaux  est  installe  de  manière  à  permettre  deux  rola- 
Uons  continues,  et  prend  alors  le  nom  de  manivelles  antirotaih-cs.  C'est  un 
de*  cas  particuliers  dont  nous  avons  parlé  en  terminant  le  $  161. 
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centre  instantané  (IX).  Nous  consistons,  en  effet,  que  ce 
centre,  déterminé,  comme  nous  le  savons  (152),  par  l'in- 
tersection des  rayons  d'attache,  se  trouve  à  chaque  instant 
au  point  de  contact  des  deux  ellipses. 

175.  Tige  et  m ani v elle.  —  Machine  à  connexion 
directe.  —  Le  mouvement  est  transmis  de  la  tige  de  pistou 
à  la  manivelle  par  l'intermédiaire  de  la  bielle  (Pl.  X, 

fig.  if)*). 

I7(>.  Boite  h  ètoupes  oscillante.  —  On  a  essayé  de 
supprimer  la  bielle  en  articulant  directement  la  tige  du 
piston  sur  la  manivelle  (Pl.  Xyfig.  1 53),  mais  il  devient 
nécessaire  pour  cela  de  faire  varier  le  point  de  sortie  sur 
le  fond  du  cylindre.  Aussi  la  boite  à  éioupcs  se  meut-elle 
dans  une  rainure.  En  outre,  elle  oscille  dans  un  châssis  de 
manière  à  laisser  varier  l'an  Je  que  fait  la  lige  avec  le  fond. 
Ce  système  compense  donc  une  légère  simplification  par 
une  complication  bien  autrement  fâcheuse.  Au  point  de 
vue  géométrique,  on  n'a  d'ailleurs  rien  changé  à  la  trans- 
mission précédente.  Le  corps  du  pistou  joue  le  rôle  de  tige 
rectiligne,  et  sa  lige  celui  de  bielle  reliant  ce  piston  à  la 
manivelle. 

177.  Balancier  de  Cavtwight.  — La  lige  esl  réunie  aux 
manivelles  par  deux  brides  (Pl.  XJ%fig.  1 54 )•  Les  roues 
dentées  servent  seulement  de  guides  pour  la  simultanéité 
des  deux  manivelles.  L'appareil  est  double,  aGn  d'éviter 
par  la  symétrie  les  poussées  latérales. 

1 78.  Manivelle  et  balancier.  —  Pédale  du  rémouleur. 
—  Le  mouvement  est  transmis  de  la  pédale  manoeuvrée  par 
le  pied  du  rémouleur  à  la  manivelle  de  la  meule  par  une 
corde  qui  joue  le  rôle  de  bielle  et  qui  n'agit  que  de  haut 
en  bas  (Pl.  X,Jig.  i55). 

179.  Machine  à  vapeur  de  Watt.  —  C'est  la  même 
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combinaison  avec  une  bielle  solide  qui  agit  dans  le*  deux 
sens  (Pl.  X,Jig.  i56).  L'usage  est  de  placer  dans  la  posi- 
tion moyenne  le  balancier  el  la  manivelle  parallèlemcut 
l'un  à  l'autre,  et  la  bielle  dans  une  direction  perpendicu- 
laire. Dans  ces  conditions,  une  oscillation  double  du  ba- 
lancier correspond  à  une  révolution  complète  de  la  mani- 
velle. 

180.  M.  Girard  a  proposé  une  disposition  diflérente  et 
assez  curieuse  dans  laquelle  l'oscillation  simple  du  balancier 
produit  la  révolution  complète  de  la  manivelle  (Pl.  III, 
fig.  i3).  Dans  la  position  moyenne,  les  trois  pièces  sont 
disposées  suivant  la  ligne  des  centres  00',  la  bielle  A  A'  en 
prolongement  du  balancier  OA  et  en  recouvrement  de  la 
manivelle  O'A'.  Pour  avoir  les  positions  extrêmes,  nous 
savons  (138)  qu'il  suffit  de  couper  le  cercle  O  que  décrit 
l'extrémité  du  balancier  par  un  cercle  O'  concentrique  à  la 
manivelle  et  d'un  rayon  égal  à  la  somme  des  louguenrs  du 
bras  et  de  la  bielle.  En  raison  de  la  symétrie,  on  obtiendra 
ainsi  deux  situations  extrêmes  A, ,  At  pour  l'articulation  de 
"  la  bielle  el  du  balancier.  Les  positions  A,  A',  et  Af  A',  de  la 
bielle  se  trouvent  alors  (158)  en  prolongemenl  de  La  mani- 
velle. Il  y  aura  donc  pour  la  bielle  possibilité  de  se  mou- 
voir aussi  bien  d'un  côté  que  de  l'autre  au  point  de  vue 
géométrique,  mais  l'inertie  déterminera  la  continuation  du 
mouvement  toujours  dans  le  même  sens.  D'après  cela,  une 
demi-oscillation  simple  A  A!  du  balancier  conduira  la  bielle 
de  AA'  en  At  A'(  par  l'arc  A' A',.  Le  retour  suivant  Aj  A  la 
ramènera  de  At  A',  eu  AA'  par  l'arc  A'(  A',  A'.  On  reconnaît 
ainsi  que  les  deux  moitiés  d'oscillation  simple  oui  pro- 
duit une  révolution  complète.  Les  deux  autres,  complétant 
l'oscillation  double,  donneront  de  même  une  seconde  révo- 
lution. 

181 .  Balancier  et  tige.  —  Bras  de  pompe.  —  Dans  les 
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pompes  de  mines  le  mouvement  est  souvent  transmis  aux 
maîtresses  tiges  par  l'intermédiaire  d'un  balancier  et  d'une 
bielle  [Pl.X.fig.i 5  7). 

La  même  eumbin aison  se  présente  encore  dans  les  pompes 
à  la  main  (  Pl.  X,Jig,  1 58). 

182.  Zigzag.  —  On  emploie  pour  certains  jouets  une 
série  de  losanges  articulés  dont  les  deux  dernières  branches 
peuvent  être  rapprochées  à  la  main  [Pl.  X,fig.  i5y).  Par 
là  tous  les  losanges  s'aplatissent  à  la  fois  et  l'extrémité 
s'avance  en  ligne  droite. 

Ce  système  ligure,  réduit  à  un  seul  losange,  dans  le  ré- 
gulateur à  boules.  Quand  la  force  centrifuge  écarte  les 
branches,  le  losange  s'aplatit,  et,  comme  le  sommet  supé- 
rieur est  lixe,  l'autre  se  meut  sur  la  tige.  C'est  ce  déplace- 
ment que  l'on  utilise  pour  la  régulation  (287). 

183.  Système  deSarrut.  — En  doublant  la  combinaison 
d'une  tige  et  d'un  balancier,  M.  Sarrut  a  obtenu  un  pro- 
cédé rigoureux  pour  guider  une  tige  en  ligne  droite  (Pl.  X, 
Jig.  160).  A  cet  effet,  A  et  B  sont  deux  axes  fixes  non  con- 
courants. A'  ,  A"  et  B'  ,  B"  désignent  d'autres  axes  respecti- 
vement parallèles  aux  premiers,  mais  mobiles  dans  l'espace, 
de  telle  sorte  que  leurs  articulations  M',  M"  et  3S',  N"  se 
meuvent  dans  des  plans  respectivement  perpendiculaires 
à  A  et  B  en  M  et  N.  Les  pièces  MM',  M' M*,  M^sont 
par  construction  perpendiculaires  aux  articulations,  et  par 
suite  comprises  dans  le  premier  de  ces  plans.  De  même 
NN',  N'N*,  N*M*  ne  sortent  pas  du  second.  On  voit  par 
là  que  la  pièce  M"jN"  doit  être  située  à  la  fois  dans  ces  deux 
plans  et  qu'elle  ne  peut  par  conséquent  se  mouvoir  que 
suivant  leur  intersection. 

La  rapport  des  vitesses  de  rotation  est  susceptible  d'une 
expression  fort  simple.  En  effet,  si  nous  menons  par  les 
centres  M  et  N  les  perpendiculaires  MH,  NK  sur  Tinter- 
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section  M"J\ nous  aurons,  en  ciésigiiaut  par  v  la  tîtesse 

de  la  tige  (1361, 

-=MU,    —  =  NK, 

et  par  suite 

«  _  r<R 
~  mh' 

Les  vitesses  angulaires  sont  donc  eu  raison  inverse  des 
distances  des  centres  à  leurs  bielles  respectives  estimées 
perpendiculairement  à  la  tige  commune. 
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CHAPITRE  XII. 

PARALLÉLOGRAMMES  ET  JOINTS. 


SI- 
PARALLÉLOGRAMME  DE  WATT. 

184.  Parallélogramme  simple.  —  Le  parallélogramme 
simple  de  Watt  est  un  exemple  de  la  troisièmecatégorie(168) 
auquel  son  importance  mérite  une  étude  spéciale.  Il  pré- 
sente la  combinaison  de  deux  balanciers  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  bielle.  On  l'emploie  pour  guider  une  tige  sen- 
siblement en  ligne  droite,  de  telle  façon  que  l'erreur  tombe 
au-dessous  de  la  limite  de  flexibilité  des  pièces.  On  évite 
par  là  les  frottements  des  glissières  rectilignes  ('). 

Commençons  par  simplifier  les  conditions  d'installation 
en  supposant,  suivant  l'usage,  les  balanciers  CA,  C'A' 
égaux  (Pl.  III,  Jig.  4')*  ^e       aiu^ne  parla  pensée  à  être 


(')  La  trajectoire  d'un  point  d'une  droite  dont  lea  extrémités  t'appuient 
atir  deux  cercles  a'appeilc  courbe  de  W«H  ou  courbe  à  longue  inflexion.  Son 
équation  complète  a  été  donnée  par  M.  de  Prony;  elle  est  du  sixième  degré 
et  d'une  grande  complication.  Dana  le  cas  où  les  cercles  sont  égaux  et  ortho- 
gonaux, et  la  bielle  égale  aux  balanciers,  elle  se  réduit  à  une  Icmnisc&te  de 
Bernoulli,  suivant  une  remarque  du  P.  Carboncllc. 

L'équation  exacte  n'est  d'aucun  secours  pour  l'étude  du  parallélogramme. 
On  lui  a  substitué  une  grande  quantité  de  calculs  approximatifs  do  diverses 
natures  qui  exigent  beaucoup  de  vérifications»  numériques.  Je  me  suis  pro- 
posé de  leur  substituer  quelques  considérations  géométrique*,  approxima- 
tives aussi,  mais  fort  simples  et  très-concluantes.  Les  calculs  qui  les  suivent 
■ont  exacts  et  basés  aur  les  dispositions  adoptées  depuis  Watt. 

l3 
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parallèles  à  um;  direction  que  je  considérerai  comme  hori- 
zontale, et  je  prends  pour  bielle  la  droite  AA'qui  joint  alors 
leurs  extrémités.  Dans  ce  système  de  données,  le  milieu  M 
delà  bielle  est  évidemmen  t  un  centre  de  figure,  il  le  sera  par 
suite  pour  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement  à  en  déduire. 
D'après  <-cla,  sa  propre  trajectoire  aura  son  centre  dans 
cette  position  spéciale.  Or,  une  branche  de  courbe  qui 
passe  par  son  centre  de  symétrie  y  a  nécessairement  une 
inflexion.  Quanta  la  tangente  à  cette  inflexion,  nous 
l'obtiendrons  comme  à  l'ordinaire  (152)  en  élevant  une 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  se  rend  à  l'intersection  des 
balanciers.  Mais  ceux-ci  sont  tous  les  deux  horizontaux.  Il 
eu  est  donc  de  même  de  la  droite  en  question,  et  par  suite  la 
tangente  est  la  verticale  MMj.M,. 

C'est  d'après  cette  considération  que  l'on  admet  que"  dans 
une  certaine  étendue  le  milieu  M  se  meut  sensiblement 
suivant  celte  verticale.  Car  une  courbe  se  confond  à  peu 
près  avec  la  tangente  daus  les  environs  du  point  de  contact 
surtout  et  avec  encore  plus  d'approximation  lorsqu'il  s'agit 
d'une  inflexion.  Mais  il  y  a  plus,  et  nous  pouvons  nous 
assurer  que  la  trajectoire  présentera  trois  inflexions  rap- 
prochées. En  effet,  elle  est  évidemment  une  courbe  fermée, 
et  comme  la  tangente  à  l'inflexion  la  traverse  en  M,  elle 
doit  la  rencontrer  de  nouveau  eu  un  point  INI,.  Mais  une 
courbe  est  toujours  convexe  vers  sa  tangente  dans  les  envi- 
rons dit  contact  et,  pour  revenir  à  sa  rencontre,  elle  doit 
devenir  concave,  c'est-à-dire  offrir  une  inflexion  dans 
l'intervalle.  La  symétrie  exige,  du  reste,  que  cette  seconde 
inflexion  soit  accompagnée  d'une  troisième. 

Aux  deux  rencontres  Mt  et  M,  le  milieu  de  la  bielle 
se  retrouve  rigoureusement  sur  la  verticale  du  centre  M. 
On  peut  donc  étcudre  jusque-là  avec  Watt  l'arc  employé 
de  trajectoire.  Au  delà  commence  l'incertitude.  Cependant, 
M.  TchebitchcW  a  proposé  par  une  vue  très-rationnelle  de 


PARALLÉLOGRAMMES  ET  JOINTS.  10> 

l'étendre  un  peu  au  delà.  Par  là,  en  elfet,  on  peut  rester 
dans  les  mêmes  limites  d'écart  et  obtenir  une  plus  grande 
excursion  pour  la  tige,  ce  (jui  revient  à  dire  (rue  pour  une 
excursion  donnée  on  réalise  un  moindre  écart.  Rien  n'em- 
pêche d'introduire  ce  perfectionnement  dans  la  construc- 
tion. Cependant  je  continuerai  à  adopter  les  dispositions 
de  Watt  pour  calculer  avec  précision  les  éléments  de  la 
transmission. 

18o.  Si  d'abord  nous  menons  en  A  et  A'  les  perpendi- 
culaires A',  A',  et  A,  A„  elles  fourniront  en  A,  A',  et  A,  A,  les 
positions  extrêmes  de  la  bielle.  En  efl'et,  la  figure  AA'PP' 
étant  un  rectangle,  on  a 

PP'  =  AÀ'. 

Déplus,  en  raison  de  la  symétrie  par  rapport  au  centre  M, 

À',P'=A,P, 

et  par  suite 

a;p'=a,p, 

donc  A,  A',  PP'  est  un  parallélogramme  et 

A,  A',  —  PP'=  AA'. 

Ainsi  A,  A',  est  une  position  de  la  bielle,  et  comme  M,  est 
évidemment  son  milieu,  c'est  la  situation  extrême  cher- 
chée. 

La  demi-amplitude  sera  donc  l'angle  ACAi.  Or,  on  a, 
dans  le  triangle  rectangle  A,CP  : 

pâ7=  câT  —  cî>\ 

c'est-à-dire 

PÂ"T=  (ÔK  +  Â~k)!  -  (CK  —  ÂK)\ 
et  en  décomposant  la  diilérence  de  carrés 
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Watt  s'imposait  la  condition  que  la  distance  horizontale 
des  centres  a.CK  fût  le  triple  de  la  corde  a.PA, , 

CR  =  3PÂ;. 

Il  vient  donc 

PÂ~i  =  la.ÂÏT, 

ou,  en  doublant, 

A,A,=  la.AP, 

ce  que  Watt  énonçait  en  disant  que  la  flèche  et  la  corde 
sont  du  pouce  pour  pied. 

Nous  pouvons,  d'après  cela,  calculer  l'amplitude  x.  On 
a  en  effet 

A,A,=  a.CA sin  -, 

a 

Â~P  =  CÂ  ^i  —  cos^j; 
l'équation  précédente  devient  dès  lors 

-  =6  [  i  —  cos*  |» 


sin 


d'où 


et,  par  suite, 


X        ?X  .  X 

asin  -  cos  ^  =  ia  sin1  ^ » 


tang^  =  i, 


x  =  37°  5o'  56*. 

Pour  en  déduire  l'excursion  de  la  tige  ou  la  corde,  nous 
aurons 

ÂX=  asin  -  •  CA  =   i-  •  CA  =  p  CA. 
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Pour  ces  diverses  déterminations,  la  longueur  de  la  bielle 
reste  arbitraire.  Watt  la  prenait  égale  à  l'excursion  (M. 

D'après  cela,  si  on  représente  le  balancier  par  le  nombre 
37,  les  différents  éléments  qui  déterminent  la  construction 
du  parallélogramme  simple  se  résument  ainsi  : 


.Distance  horizontale  des  centres   7a 

Balanciers   3^ 

Bielle   24 

à  quoi  nous  joindrons  les  éléments  du  mouvement  produit: 

Corde   24 

Flèche   2 

Amplitude   37°5o'56" 

186.  Parallélogramme  articulé. —  Le  parallélogramme 
simple  ne  fournit  qu'un  seul  point  rectiligne  qui  est  le 


milieu  de  la  bielle.  Le  parallélogramme  articulé  en  ren- 
ferme une  infinité.  C'est  une  dérivation  du  précédent 
comme  on  va  le  comprendre  {Pl.  XI,  Jîg.  161). 

Prenant  un  parallélogramme  simple  CAA'C  (Pl.  III, 
Jig.  42),  prolongeons  un  des  balanciers  CÀ  d'une  longueur 
ÀB  égale  à  lui-même,  et  construisons  sur  AB  et  sur  AA'  un 
parallélogramme  ABA'B'  articulé  en  ses  quatre  sommets. 
Cette  ûgure  ne  cessera  pas  d'affecter  la  forme  d'un  parallé- 
logramme, car  elle  sera  toujours  un  quadrilatère  dont  les 
côtés  opposés  sont  égaux.  AM  et  BB'  resteront  donc  paral- 
lèles, et  comme,  dans  les  triangles  semblables  CAM,  CBB', 
CA  est  la  moitié  de  CB,  AM  sera  de  même  la  moitié  de  BB'. 
Donc  M  est  le  point  rectiligne  du  parallélogramme  simple. 
De  même  CM  sera  la  moitié  de  CB',  et  par  suite  IV  décrira 
une  courbe  semblable  à  celle  de  M  et  semblablemcnt  pla- 
cée. 11  sera  donc  lui-même  un  point  rectiligne. 


('  )  Il  la  diminuait  aussi  parfois  d'une  petite  quanUté  qui  ne  dépassait  pas 
le  septième»  de  sa  valeur. 
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Si  on  veut  s'en  procurer  une  infinité  d'autres  à  l'inté- 
rieur du  parallélogramme,  il  suffira  d'y  installer  une  barre 
articulée  telle  que  PP'.  Les  triangles  CPH,  CBB'  seront 
encore  semblables  et  établiront,  comme  tout  à  l'heure, 
que  H  est  un  point  rectiligne.  Pour  en  obtenir  à  l'extérieur, 
on  installera  le  parallélogramme  secondaire  AMQQ',  et  les 
triangles  semblables  CQK,  CAM  montreront  que  K  est 
également  un  point  rectiligne. 

Cherchons  le  rapport  de  transmission  entre  la  tige  et  le 
balancier.  Comme  celui-ci  reste  parallèle  à  la  pièce  A'B',  il 
aura  la  même  vitesse  angulaire,  et  comme  B'  est  justement 
l'articulation  do  la  tige,  on  voit  que  le  rapport  des  vitesses 
de  la  tige  et  du  balancier  sera  marqué  par  la  distance  de  IV 
au  centre  instantané  de  la  pièce  A'B'.  C'est  donc  ce  point 
qu'il  faut  connaître. 

Une  première  normale,  celle  de  A',  s'obtiendra  en  pro- 
longeant le  contre-balancier  C'A'.  Pour  en  trouver  une 
seconde,  menons  par  le  centre  C  une  parallèle CCt  à  la  bielle 
A  A':  elle  lui  sera  égale  dans  le  parallélogramme  AA'CC, , 
et  par  suite  elle  sera  constante.  C,  décrira  ainsi  un  ccrt-le 
dont  la  normale  sera  cette  parallèle  elle-même,  qui  déter- 
minera en  il  le  centre  instantané  cherché.  11  suffirait,  par 
conséquent,  pour  avoir  la  direction  rigoureuse  de  B',  de 
mener  une  perpendiculaire  à  B'ft. 

Ou  voit  par  là  que  le  rapport  de  transmission  est  marqué 
à  chaque  instant  par  la  distance  de  l'articulation  de  la  tige 
à  l'intersection  du  contre-balancier  et  de  la  parallèle  à  la 
bielle  menée  par  le  centre  du  balancier. 

187.  Pantographe.  — Ce  même  principe  est  employé 
dans  les  bureaux  graphiques  pour  la  reproduction  des 
figures  par  amplification  ou  réduction  (Pl.  XI,  Jtg.  16a). 

On  se  sert,  à  cet  effet,  d'un  instrument  appelé  panto- 
graphe,  qui  présente  la  figure  des  deux  côtés  d'un  angle 
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variable  reliés  par  deux  autres  pièces,  formant  avec  elles 
un  parallélogramme  articulé  ABCD.  En  D  et  D'  sont  deux 
pointes,  l'une  sèche,  l'autre  traçante.  En  O  se  trouve  un 
axe  de  rotation  que  Ton  peut  déplacer  le  long  de  la  règle  AC. 

On  installe  cet  axe  en  un  poiut  et  on  le  pique  sur  la 
planche  à  dessin;  puis  on  suit  avec  la  pointe  sèche  les  con- 
tours du  dessin,  et  la  pointe  traçante  reproduit  une  figure 
semblable.  En  effet  les  triangles  OCD,  OAD'  restent  con- 
stamment semblables,  de  sorte  que  le  rapport  des  rayons 
vecteurs  OD,  OD'  est  toujours  égal  à  celui  des  dimensions 
fixes  OC,  OA.  On  disposera  de  ce  rapport  d'échelles  eu 
faisant  varier  la  position  de  O  dans  la  rainure.  De  plus,  le 
dessin  se  trouve  amplifié  ou  réduit,  suivant  que  la  pointe 
sèche  est  placée  en  D  ou  en  D*. 

Machine  Collas.  —  L'appareil  précédent  est  disposé 
pour  jouer  dans  un  plan.  En  permettant  aux  joints  de  se 
mouvoir  dans  tous  les  sens,  on  obtient  la  macliiuu  Collas 
pour  la  reproduction  des  statues. 

$11. 

JOINTS. 

188.  Les  joints  sont  des  exemples  de  la  seconde  catégo- 
rie (170)  auxquels  leur  importance  mérite  également  une 
étude  spéciale.  Ils  présentent  la  combinaison  de  deux  mani- 
velles reliées  par  une  bielle.  On  les  emploie  pour  réunir  deux 
bouts  d'arbres  tournants.  A  cet  effet  ces  bouts  se  terminent 
par  des  demi-cercles  ou  fourchettes.  Dans  chacune  d'elles 
une  branche,  disposée  suivant  un  diamètre,  peut  jouer  li- 
brement; ces  deux  branches  sont  assemblées  à  augle  droit 
et  cousu  t  um  t  le  croisillon,  qui  joue  ici  le  rôle  de  bielle  ou 
d'intermédiaire  solide  entre  les  arbres  tournants.  Mais  le 
dispositif  présente  des  différences  importantes,  suivant  que 
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les  arbres  sont  parallèles  ou  concourants.  Dans  le  premier 
cas  on  a  le  joint  cTOldliam,  dans  le  second  le  joint  Hol- 
landais. 

189.  Joint  d'Oldham.  —  Le  joint  d'Oldham  sert  à 
réunir  deux  bouts  d'arbres  parallèles  (Pl.  XI,  fig.  i63). 
Le  croisillon  se  meut  dans  le  plan  mené  perpendiculaire- 
ment par  leurs  extrémités.  Les  plans  des  fourchettes  s'y 
projetteront  dès  lors  suivant  leurs  traces,  c'est-à-dire 
suivant  les  bras  du  croisillon.  Ils  restent  donc  toujours 
perpendiculaires  l'un  sur  l'autre,  et  tournent  par  consé- 
quent ensemble  des  mêmes  angles,  de  sorte  que  la  transmis- 
sion est  uniforme. 

Ces  traces  passant  en  projection  par  les  pieds  O,  O'  des 
axes  qui  sont  deux  points  fixes  (Pl.  III,  Jig.  43),  le  centre  C 
du  croisillon,  qui  est  à  leur  intersection,  occupera  constam- 
ment le  sommet  d'un  angle  droit  inscrit  sur  la  ligne  des 
centres.  Il  décrira  donc  le  cercle  dont  celte  ligne  est  le  dia- 
mètre. On  voit  par  là  que  les  distances  CA,  CA',  CB, 
CB'  sont  éminemment  variables.  Par  conséquent,  les  bras 
devront  être  plus  longs  que  le  rayon  des  fourchettes  et 
avoir  la  faculté  de  jouer  dans  leurs  œillets  en  glissant  de 
part  en  part. 

Quant  au  mouvement  du  croisillon,  il  ne  diffère  pas,  au 
point  de  vue  relatif, de  celui  que  nous  avons  déjà  étudié  (155). 
C'est  celui  d'un  angle  droit  circonscrit  à  une  droite  fixe, 
tandis  que  nous  avions  envisagé  le  mouvement  d  une  droite 
invariable  inscrite  dans  un  angle  droit.  On  peut  donc  le 
considérer  comme  le  roulement  d'un  cercle  sur  un  autre 
de  rayon  moitié  placé  à  son  intérieur. 

190.  Joint  Hollandais.  —  Le  joint  Hollandais,  appelé 
aussi  joint  de  Cardan  ou  joint  universel,  sert  à  réunir  deux 
bouts  d'arbres  convergents  (Pl.  XI,  fig.  164),  lors  même 
que  leur  angle  peut  être  appelé  à  varier,  soit  accidentelle- 
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ment,  soit  d'une  manière  continue,  pendant  la  transmission 
de  la  rotation  {*).  Le  croisillon  pivote  autour  de  son  centre 
établi  au  point  de  concours  des  axes.  Les  tourillons  décri- 
ront donc  des  courbes  sphériques  et  pourront,  par  consé- 
quent, être  établis  dans  les  œillets  des  fourchettes  sans  avoir 
la  latitude  de  glisser  de  part  en  part. 

Le  mouvement  instantané  du  croisillon  étant  un  pivote- 
ment, admet  à  chaque  instant  un  axe  instantané  (XI)  qui 
doit  être  l'intersection  des  plans  normaux  à  toutes  les  tra- 
jectoires simultanées.  Or,  nous  en  connaissons  deux  qui 
sont  les  cercles  décrits  par  les  tourillons.  Leurs  plans  nor- 
maux, c'est-à-dire  leurs  méridiens,  sont  justement  ceux  des 
fourchettes,  et  par  suite  l'axe  instantané  se  trouve  à  chaque 
instant  à  l'intersection  des  plans  des  fourchettes. 

Le  mouvement  continu  étant  lui-même  un  pivotement, 
il  suffit  de  considérer  la  sphère  sur  laquelle  se  meuvent  les 
tourillons.  Ceux-ci  se  déplaceront  sur  des  grands  cercles 
perpendiculaires  aux  axes.  De  plus,  l'angle  du  bras  étant 
droit,  l'arc  de  grand  cercle,  qui  joindra  deux  tourillons, 
sera  constamment  égal  à  un  quadrant.  Le  mouvement  con- 
tinu du  joint  Hollandais  est  donc  celui  d'une  bielle  sphé- 
rique,  égale  au  quadrant  qui  se  meut  entre  deux  grands 
cercles  ('). 

191.  La  transmission,  dès  lors,  n'est  pas  uniforme,  et  il 


('  )  On  l'emploie  notamment  pour  briser  des  arbres  de  couche  très-longs, 
afin  de  permettre  les  flexions  qui  proviendraient  d'un  tassement  irrégulier 
du  terrain.  Ou  utilise  également  le  joint  de  Cardan  comme  suspension, 
d'après  la  possibilité  qu'a  le  croisillon  de  se  placer  suivant  toute  espèce 
d'orientation. 

(*)  C'est  la  uno  questiou  célèbre  d'analyse.  On  sait  que  la  rotation  des 
deux  eûtes  variables  d'un  triangle  spfaérlque  dont  le  troisième  côté  ni  l  'angle 
opposé  restent  constants,  et  qui  n'est  autre  d'ailleurs  que  la  formule  fonda- 
mentale de  la  trigonométrie  sphérique,  revient  sous  forme  différentielle  à 
l'équation  d'Euler,  et  sous  forme  linie  aux  formules  d'addition  des  fonclioua 
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importe  de  trouver  à  chaque  instant  le  rapport  des  vil 
angulaires  (PL  111,  fig.  44). 

Concevons  pour  cela  qu'on  s'avance  sur  un  des  axes  O 
vers  le  point  de  croisement  C,  et  <|ue  l'on  place,  comme 
point  de  départ,  le  quadrant  mobile  suivant  le  grand  cercle 
perpendiculaire  à  Taxe  eu  KK',  de  telle  sorte  que  son  extré- 
mité se  trouve  à  l'intersection  K  des  deux  grands  cercles. 
S\  nous  l'envisageons  ensuite  daus  une  position  quelconque 
AA',  les  deux  fourchettes  auront  tourné  pour  l'y  amener 
<les  angles  KA  et  K'A'.  On  aura  alors,  dans  le  triangle 
sphérique  AKA', 

cos  AA'  =  cosAK  tosA'K  -4-  sinAK  sin  A'  KcosAKA', 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  *  l'angle  des  axes  qui  est  le 
supplément  de  AKA', 

o  =  cos?  sin?'  —  sin  y  cos  y'  cosa, 
(i)  tang?'  =  tangocosa. 

I!  vient  ensuite,  en  differeniiant, 

d  »'  d-a 

 H  ~  7"  eoSKi 

OOS'f  cos1? 

d'où  l'on  tire  pour  le  rapport  des  vitesses  angulaires 

•/  __  cos'?'  cos2  o'  tang  ?'  ___  siai?' 

w       cos2?  cos1?    lang?    "  sin2? 

Les  vitesses  ne  seront  doue  égales  qu'à  l'instant  où  l'on 
aura 

sin?  cos?  =  sin?'  cos?' 


elliptique!.  La  couaidératien  du  triangle  confrUUia  la  méthode  de  Lag  range 
pour  1  mtegrai iu  n  de  l'équation  d'fculer.  Dan»  le  cas  actuel,  où  le  côte  con- 
stant est  un  quadrant,  le  module  du  système  elliptique  est  simplement  le 
de  \\ 
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OU 

langy              ting?  tangycosa 

i  ■+■  tang'y  —  i  4-  tang*?'  i  -+-  tang'?  cos'a  1 

d'où  l'on  tire  facilement 

tan6  1  =  ^71'     UnS?  =  — =' 
cosa  ^  COSa 

tang'?'  =  cosa,     tangf'  =  ±  y'cosa, 

ce  qui  fournit  quatre  positions  opposées  deux  à  deux. 

Quant  aux  limites  de  la  variation,  elles  seront  évidem- 
ment 

t 

a  =  o,     toux.  =  » 

cosa 

«p  ss  90  °,    min.  =  cosa; 
le  rapport  de  ces  limites  est 

COSJK, 

et  l'irrégularité  ou  la  différence  à  l'unité 

sin~  a. 

On  remarquera  que  cette  irrégularité  est  du  second  ordre 

pour  les  faibles  angles  des  axes.  Au  contraire,  pour  ceux 
qui  dépassent  45  degrés,  la  transmission  devient  fort  irré- 
gulière, exposée  à  l'enchevêtrement,  et  il  est  nécessaire  de 
substituer  au  joint  simple  un  joint  multiple. 

192-  Joints  multiples.  —  Le  joint  de  Hooke  est  formé 
de  la  réunion  de  deux  joints  Hollandais  par  un  arbre  inter- 
médiaire dont  la  longueur  est  réduite  presque  à  rien,  et  «pie 
l'on  établit  entre  les  deux  proposés,  de  manière  à  adoucir 
leur  angle  trop  prononcé.  On  a  employé  aussi  un  joint 
triple.  Plus  généralement  nous  imaginerons  un  joint  mul- 
tiple d'un  ordre  quelconque. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  installe  tous  les 
joints  simultanément  dans  la  position  initiale  que  j'ai  dé- 
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finie  (191),  c'est-à-dire  qu'en  parcourant  le  polygone  des 
axes  on  rencontre  lous  les  croisillons  dans  des  plans  per- 
pendiculaires aux  côtés  sur  lesquels  on  s'avance  vers  eux.  Si, 
à  partir  de  là,  on  attribue  un  dérangement  quelconque  au 
système,  on  pourra  appliquer  l'équation  fondamentale  (i)  à 
chacun  des  joints,  et  on  aura,  en  désignant  d'une  manière 
générale  par  l'angle  des  axes  de  rangs  n  et  n-f-i, 

tang?#=tang?,cos(?,?l), 
tang?l  =  tang?Jcos(?l?,), 

 » 

tang?x_,  =  tang?*  cos  (?*_,?*). 

On  en  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

tang?,=  tang^.cos(?.T.)  cos(T,?1). .  .cos(?,_,  p)  ; 

et,  en  particulier,  si  les  axes  font  des  angles  égaux, 

tangf^tang^.cos'a. 

Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  la  formule  fondamentale  (îj  * 
conservé  la  même  forme,  le  coefficient  seul  a  changé. 

193.  Il  est  très-essentiel  d'avoir  égard  à  la  restriction  que 
nous  avons  imposée  pour  les  positions  initiales.  Si  on  lui 
en  substitue  d'autres,  le  résultat  est  complètement  modifie. 

Considérons,  par  exemple,  un  joint  de  Hooke  établi  dans 
les  conditions  précédentes  et  pour  des  axes  parallèles:  les 
angles  qu'ils  feront  avec  l'arbre  intermédiaire  seront  al- 
ternes-internes, c'est-à-dire  égaux,  et  on  aura 

tangy,  =  langf3.cos'a. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  plans  des  croisillons 
se  trouvent  simultanément  perpendiculaires  aux  arbres 
extrêmes  :  la  formule  du  joint  simple  s'appliquera  en  pla- 
çant les  observateurs  successivement  sur  chacun  de  ces 
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arbres,  de  manière  qu'ils  se  regardent  au  lieu  de  se  suivre. 
On  aura  ainsi 

iang?,=  tangtlcosa, 
tang?l=  tang?lcos«, 

et  par  suite 

la  transmission  est  devenue  uniforme. 

C'est  ce  qui  aura  lieu,  d'une  manière  générale,  dans  un 
joint  multiple  d'ordre  pair  et  d'angles  égaux,  en  disposant 
chaque  moitié  de  l'ensemble  des  joints  de  la  manière  pres- 
crite, mais  pour  des  observateurs  qui  s'avancent  en  sens 
contraire.  On  peut,  du  resle,  prendre  ces  joints  dans  un 
ordre  quelconque. 


ÉTCOE  G  KO MÉTn IQl' E  T^TTS  MÉCANISMES 


CHAPITRE  XIII. 

COUDES. 


S  L 

GÉNÉRALITÉS. 

191.  Nous  c  omprenons  sous  la  dénomination  de  cordes 
les  organes  dont  les  deux  pièces  principales  sont  mises  en 
relation  par  un  intermédiaire  flexible  (XXV). 

Ces  intermédiaires  sont  de  trois  sortes  différentes.  La 
première,  celle  des  cordes  proprement  dites,  se  distingue 
pat  sa  section  grossièrement  ronde.  Elle  comprend  les  cordes 
en  chanvre,  les  cordes  eu  écorce,  les  cordes  en  aloès,  les 
câbles  en  (il  de  fer. 

La  seconde,  celle  des  courroies,  se  distingue  par  une  sec- 
tion à  peu  près  rectangulaire.  Kilo  comprend  les  sangles, 
rarement  employées;  les  câbles  plais  y  formés  de  plusieurs 
cordes  assemblées  côte  à  côte  et  servant  à  l'extraction  des 
mines,  les  courroies  de  cuir,  auxquelles  le  corroyage  laisse 
un  côté  poli  cl  un  côlé  rugueux,  condition  avantageuse 
pour  leur  emploi. 

La  troisième,  celle  des  chaînes,  comprend  des  systèmes 
qui  sont  plutôt  articulés  que  flexibles.  C'est  une  série  de 
chaînons  de  fer  qui  peuvent  jouer  l'un  par  rapport  à  L'autre. 
On  emploie  la  chaîne  ordinaire  (Pl.XI  ,fig.  i65),  la  chaîne 
dite  de  Vaucanson,  bien  qu'elle  ait  été  déd  ite  antérieure- 
ment par  Agricola  (')  (Pl.  XI,  fig.  166),  la  chaîne  de  Gall 


(')  D«  u-  mzttilUca,  i5  jfi. 
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.simple  ou  double  (PI.  XI,  fig.  «67).  La  chaîne  ordinaire 
peut  jouer  dans  tous  les  sens  ;  celles  de  Vaucanson  et  de  Gall 
restent  forcément  dans  un  plan. 

195.  Les  cordes  peuvent  agir  de  deux  manières  :  en  ti- 
rant sur  des  points  d'attache  ou  en  passant  sur  des  points 
d'appui.  Dans  le  premier  cas  elles  fonctionnent  exartement 
comme  des  bielles  et  ne  méritent  pas  d'être  envisagées  de 
nouveau.  Nous  en  avons  vu  un  exemple  dans  la  pédale  du 
rémouleur  (178). 

Pour  passer  sur  des  proGls  d'appui,  elles  peuvent  fonc- 
tionner par  glissement  ou  par  enroulement.  Le  premier 
mode,  sauf  des  cas  tout  n  fait  spéciaux,  est  généralement 
banni  des  transmissions,  car  il  donne  lieu  à  une  résis- 
tance énorme,  comme  nous  le  verrons  plus  tard  (100). 

10G.  Méthode  générale. — Les  cordes  fonctionnent  donc, 
en  général,  par  enroulement.  Je  vais  faire  voir  que  le  profil 
d'appui  peut  alors  se  déterminer  d  une  manière  générale 
d'après  la  loi  de  mouvement  qu'on  veut  lui  attribuer.  Je  sup- 
poserai pour  cela,  comme  à  l'ordinaire,  qu'on  l'installe  au- 
tour d'un  axe  de  rotation,  et  que  la  corde  soit  tirée  avec  une 
vitesse  constante  v  en  restant  parallèle  à  elle-même.  Enfin, 
je  me  donnerai  la  loi  de  rotation  qu'il  s'agit  de  produire 
sous  la  forme 

'=/(•) 

en  résolvant  son  équation  par  rapport  au  temps. 

Le  profil  tournant  de  l'angle  </0,  tandis  que  la  corde  reste 
parallèle  à  elle-même,  il  revient  au  même  de  supposer  que 
le  profil  est  fixe  et  que  sa  tangente  se  déplace  de  dQ  en  sens 
inverse.  La  rotation  élémentaire  du  profil  est  donc  égale 
à  son  angle  de  contingence,  c'est-à-dire  à  l'angle  a/.i  mutai 
de  sa  podaire;  et,  par  suite,  la  relation  qui  existera  entre 
le  bras  de  levier  p  de  la  corde  et  l'angle  de  rotation  9  sera 
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l'équation  en  coordonnées  polaires  p  et  0  de  la  podaire  du 
profil. 

Cette  relation  est  évidemmeut 


car  la  corde  enroulée  sur  le  profil  agit  comme  une  bielle 
qui  serait  attachée  à  l'extrémité  de  son  bras  de  levier  />,  et 
qui  posséderait  ainsi  la  valeur  de  rotation  />'•>.  Ou  peut 

1»  »  • 
écrire 

tlt 

c'est-à-dire 

P  =  </'(•). 

Telle  est  l'équation  de  la  podaire,  et,  en  lui  appliquant  la 
méthode  générale  qui  a  déjà  été  indiquée  (t>6),  on  trouvera 
son  antipodaire,  c'est-à-dire  le  profil  lui-même. 

197.  Exemple  I.  —  Supposons  une  rotation  en  raison 
de  la  racine  carrée  du  temps 

'=?• 

la  podaire  sera 

2  v 

p=-p», 

c'est-à-dire  une  spirale  d'Archimèdc.  Nous  avons  reconnu, 
d'après  cela,  que  son  antipodaire  est  une  développante  de 
cercle  (67,  II). 

Exemple  H.  —  Si  l'on  veut  que  la  rotation  croisse  eu 
progression  arithmétique  quand  le  temps  croit  en  progres- 
sion géométrique,  on  posera 

9  =  A  logf, 

0 


t  =  «* 
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la  podaire  étant  une  spirale  logarithmique,  nous  avons 
reconnu  que  l'antipodaire  est  une  spirale  égale  (66,  note). 

Exemple  III.  —  Si  l'on  veut  une  rotation  uniforme,  on 
posera 

9  =  kt, 

-* 

v 

'  =  7 

La  pndairc  est  donc  un  cercle  concentrique  qui  est  à  lui- 
même  son  anlipodairc  (67,  I).  Ainsi,  le  profil  de  trans- 
mission uniforme  est  un  cercle  décrit  autour  du  centre  de 
rotation.  Ce  résultat,  évident  par  lui-même,  est,  sans  qu'il 
soit  besoin  d'en  avertir,  de  beaucoup  le  plus  employé  dans 
les  machines. 

198.  Les  profils  sur  lesquels  passent  les  cordes  se  distin- 
guent, d'après  leur  mode  d'action,  en  deux  catégories  sui- 
vant que  la  corde  fait  moins  ou  plus  qu'un  tour  entier. 
Nous  aurons  dans  le  premier  cas  les  poulies,  dans  l'autre  les 
tambours. 

Ajoutons  que  les  cordes  peuvent  encore  fonctionner  sui- 
vant un  mode  tout  spécial,  dans  lequel  on  réunit  leurs  deux 
extrémités  de  manière  à  ce  qu'elles  forment  une  courbe 
fermée.  On  obtient  par  là  les  cordes  sans Jin.  On  peut,  par 
ce  procédé,  obtenir  un  mouvement  progressif,  tandis  qu'a- 
vec le  mode  ordinaire  le  mouvement  est  nécessairement  al- 
ternatif, attendu  que,  quand  la  corde  est  déroulée  d'un  bout 
à  l'autre,  il  faut  nécessairement  revenir  vers  la  première 
extrémité.  Il  est  inutile,  quand  on  emploie  cette  disposition, 
de  faire  faire  à  la  corde  plusieurs  tours  sur  le  profil  d'appui. 

PSous  diviserons  donc  cette  étude  en  trois  parties  : 

Première  catégorie.  —  Poulies. 

Deuxième  catégorie.  —  Tambours. 

Troisième  catégorie.—  Courroies  sans  fin. 

«4 
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POULIES. 

190.  Poulies  simples.  —  La  pjulie  est  le  point  d'appui 
sur  lequel  la  corde  passe  en  faisant  moins  d'un  tour  (Pl.  XI, 
fig.  168).  On  y  distingue  deux  parties  :  l'une  fixe,  appelée 
chape,  amarrée  par  un  crochet  à  un  point  fixe;  l'autre  mo- 
bile, ou  noyau  de  la  poulie,  pouvant  tourner  autour  d'un 
axe  que  porte  la  chape. 

Le  noyau  est  ordinairement  rond  pour  les  cordes  ou  les 
courroies.  Pour  les  chaînes,  on  emploie  un  polygone  régu- 
lier, dont  le  côté  est  déterminé  d'après  le  chaînon.  On 
peut  aussi,  comme  dans  l'ancienne  machine  à  vapeur  de. 
Savary  eiINcwcomen,  n'avoir  qu'un  simple  secteur  (Pl.  XI, 
fig.  169)  lorsque  le  mouvement  est  alternat  if. 

La  jante  du  noyau  est  creusée  en  demi-tore,  ou  en  double 
cône  pour  les  cordes;  légèrement  bombée  pour  les  cour- 
roies, dont  cette  forme  facilite  l'adhérence;  plate  et  garnie 
de  saillies  pour  les  chaînes  de  Gall  et  de  Vaucanson. 
M.  INeveu  construit  encore  des  jantes  polygonales  dont  les 
faces  sont  alternativement  plates  ou  creusées  en  rainure 
pour  la  chaîne  ordinaire  dont  les  chaînons  se  succèdent 
dans  des  plans  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 

Les  poulies  sont  à  axe  lorsque  le  noyau  porte  un  axe  et 
la  chape  des  œillets,  ou  à  oeil  lorsque  c'est  l'inverse. 

Elles  sont  calées  lorsqu'elles  sont  solidaires  avec  l'arbre 
qui  les  porte,  ou  folles  quand  elles  tournent  librement  sans 
lui. 

Les  poulies  sont  encore  appelées  fixes  quand  la  chape  est 
fixe,  el  mobiles  lorsqu'elle  se  meut  dans  l'espace.  A  pro- 
prement parler,  c'est  l'axe  de  la  poulie  auquel  se  rapporte 
cette  désignation. 


cordes.  an 
200.  Poulie  mobile.  —  La  combinaison  la  plus  simple 
est  celle  d'une  poulie  fixe  et  d'une  poulie  mobile  qui  porte 
ordinairement  un  poids,  et  dont  on  détermine  l'élévation 
en  tirant  sur  k  brin  libre  (PL  XI,  Jig.  170).  Il  existe 
entre  la  vitesse  de  tirage  du  brin  et  la  vitesse  d'élévation 
du  poids  un  rapport  très-simple  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
connaître. 

On  a,  en  effet,  en  projetant  horizontalement  et  vertica- 
lement le  contour  qui  s'étend  du  point  d'attache  au  point 
maximum  de  la  poulie  fixe, 

«=  (>.  +  X')sin?-h  (2r  +  r')cosf, 

ou,  en  différen liant, 

0  =  sin,  .rfp  +  V)  +  [(l  +  V)  cos?  —  (  2 r  -h  r')  sin ?]  r/f. 

D'autre  part, 

y  =  \  cosy  —  rsin?, 

y  ss  Vcos?  —  (/■-(-  r')sin?  —  b, 

et  en  ajoutant, 

2/  =  (X-hX')cos?  —  (2r-f-  r')sin7  —  b, 

puis  difterenliant 

2û^  =  cos?.rf(>  +-V)— [a4-r)sinî-t-^.r-Hr'}  cos7]rff 

Si  maintenant  on  multiplie  les  deux  équations  différen- 
tielles par  sins  et  coso  et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

2<//cos?  =  d  [l  +  V)  —  (»r  +  r')  dv 
Si  enfin  on  évalue  le  contour  lui-même,  on  trouve 

rf/=rf().  +  V)-(j.r+r')rf?. 

«4. 
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On  a  donc,  en  profilant  de  la  réduction  remarquable  qui 
s'opère 

dl  =  idycosy, 

d'où  le  rapport  des  vitesses  de  tirage  et  d'élévation 

dl 

-  =  2cos?. 

201 .  Moufles.  —  La  combinaison  précédente  constitue 
le  cas  le  plus  simple  des  moutlcs  ou  palans.  On  y  peut  dis- 
tinguer deux  chapes,  supérieure  et  inférieure,  portant  cha- 
cune plusieurs  poulies.  Une  corde,  attachée  à  un  crochet  qui 
est  fixé  lui-même  à  Tune  des  chapes,  passe  alternativement 
sur  les  poulies  de  la  seconde  et  de  la  première,  et  se  détache 
librement  de  la  dernière  poulie  de  la  chape  supérieure.  Le 
module  sera  donc  pair  ou  impair,  suivant  que  le  crochet 
se  trouvera  à  la  chape  supérieure  ou  inférieure,  ftous  le 
désignerons  par  n. 

Supposons  les  chapes  assez  éloignées  pour  que  l'on  puisse 
considérer  tous  les  cordons  comme  parallèles.  Une  éléva- 
tion donnée  du  poids  ou  un  rapprochement  des  chapes  oc- 
casionne un  raccourcissement  égal  de  chacun  des  n  brins  et, 
par  suite,  un  tirage  n  fois  plus  grand  du  brin  libre.  Ainsi 
donc  le  rapport  des  vitesses  de  tirage  et  d'élévation  est  mar- 
qué par  le  nombre  des  poulies;  d'où  il  faut  conclure  im- 
médiatement qu'on  ne  peut  réaliser  au  moyen  des  moufies 
que  des  rapports  de  transmission  exprimés  par  desnorabrrs 
entiers;  condition  encore  plus  restreinte  que  celle  que 
nous  avons  obtenue  pour  les  engrenages  (109). 

D'après  cela,  considérons  le  brin  de  rang  h  à  partir  de 
celui  qui  est  fixé  au  crochet  et  que  nous  considérons  comme 
ayant  le  rang  zéro.  On  peut  l'envisager  comme  le  brin  libre 
d'une  moulle  de  k  poulies.  Sa  vitesse  sera  dès  lors  A  fois 
celle  d'élévation.  On  voit  par  la  que  les  vitesses  des  diffé- 
rents brins  croissent  en  progression  arithmétique. 
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Comme  d'ailleurs  ces  vitesses  sont  égales  à  celles  des 
jantes,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  glissement,  et  que  celles-ci 
sont  le  produit  des  vitesses  angulaires  par  les  rayons,  on 
peut  employer  deux  dispositions  différentes  :  ou  bien  des 
poulies  à  œil  ayant  môme  rayon  et  libres  de  prendre  des 
vitesses  en  progression  arithmétique,  ou  bien  des  poulies 
calées  sur  un  même  axe  et  prenant  par  suite  une  même  vi- 
tesse avec  des  rayons  en  progression  arithmétique. 

202.  Les  moufles  que  l'on  rencontre  dans  les  machines 
se  rattachent  à  trois  types  différents. 

Dans  le  palan  ordinaire  employé  par  la  marine  et  par  les 
pontonniers,  les  poulies  sont  égales  et  emboîtées  dans  une 
enveloppe  qui  les  garantit  des  chocs.  Elles  doivent  donc  être 
à  œil  et  enfilées  sur  l'axe  de  la  chape  (Pl.  XI,  Jig.  171). 

Dans  la  moufle  de  Whilc,  les  poulies  ne  forment  qu'un 
seul  corps  pour  chaque  chape.  Elles  ont  alors  nécessaire- 
ment des  rayons  en  progression  arithmétique  (Pl.  XI, 
fig.  172). 

Dans  la  motijle  plate,  les  poulies  sont  placées  l'une  au- 
dessous  de  l'autre.  On  prend  ainsi  beaucoup  de  place  en 
hauteur,  mais  on  en  gagne  en  épaisseur.  Les  rayons  vont 
en  diminuant,  afin  d'éviter  que  les  brins  ne  se  gênent  mu- 
tuellement (Pl.  XI,  fig.  173). 

203.  Trains  de  moufles.  —  On  augmente  encore  la  ra- 
pidité de  la  transmission  en  disposant  une  série  de  moufles 
à  la  suite  l'une  de  l'autre,  de  manière  que  le  brin  libre  de 
chacune  soit  amarré  au  crochet  de  la  moufle  suivante.  La 
fig.  174,  PI'  XI,  représente  ce  dispositif.  Les  chapes  fixes 
ont  été  marquées  de  la  lettre  F  et  les  chapes  mobiles  sont 
désignées  par  M. 

Cherchons  le  rapport  de  la  vitesse  de  tirage  vt  du  brin 
libre  de  la  dernière  moufle  et  de  la  vitesse  d'élévation  e4 
de  la  chape  mobile  de  la  première.  Nous  aurons  pour  cha- 
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cune  des  moufles,  d'après  le  résultai  précédent  (201), 

r,  =  ntPt , 


et,  en  multipliant  membre  à  membre  ('), 

Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  moulles  ont  le  racine 
nombre  de  poulies,  cette  formule  devient 

v» 

!20i.  Il  est  important  de  savoir  si  cette  combinaison  doit 
être  préférée  à  une  moufle  simple  qui  comprendrait  les  nk 
poulies  employées. 

Le  rapport  des  vitesses  serait  alors  lût,  et,  par  suite,  il  y 
aura  avantage,  s'il  est  moindre  que  nl,  car  un  même  nombre 
de  poulies  produira  avec  le  train  une  modification  plus 
sensible;  ce  qui  revient  à  dire  qu'à  transformation  égale,  le 
train  exigera  moins  de  poulies  que  la  moufle  simple.  Cher- 
chons donc  si  la  quantité 

est  positive.  Nous  pourrons  pour  cela  lui  substituer  celle 
autre  plus  simple 

/!*-'  —  / , 

ear  n  et  k  sont  positifs  comme  étant  égaux  ou  supérieurs 


(•")  On  peut  aussi,  pour  réaliser  des  rapports  de  vitesse  fractionnaires,  au 
lieu  de  relier  la  chape  inférieure  de  l'une  des  moufles  au  brin  libre  de  la  sui- 
vante, mettre  directement  en  commnnication  les  deux  chapes  inférieures. 
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à  2.  Or  celle  fonction  s'annule  dès  que  »  =  /,  =  3,  et  elle 
reste  toujours  croissante  ;  car  sa  dérivée  relative  a  A 

**-'  logn  —  1 

est  elle-même  positive  pour  les  valeurs  initiales  /j  =  A  =  2 
(qui  la  réduisent  à  la  valeur  log4  —  ï?  dans  laquelle  le 
logarithme  est  népérien),  et  toujours  croissante  avec  n 
et  A. 

20o.  On  peut  encore  chercher  le  module  Le  plu*  conve- 
nable, c'est-à-dire  celui  qui  rendra  minimum  le  nombre 
de  poulies  à  égalité  de  rapport  de  vitesses. 

Dans  ce  but,  nous  poserons 

d'où,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 

log/i 

Le  nombre  de  poulies  deviendra  par  là 

rtk  =  logfl  r— — 

Si  nous  égalons  à  zéro  sa  fonction  dérivée,  il  viendra 

log«  — 1  =  o, 
n  =  e  =  2,71828.  .  . 

Nous  prendrons  donc  celui  des  deux  nombres  entiers  qui 

comprennent  e,  pour  lequel  a  la  moindre  valeur 

n  =  3. 

On  pourra,  à  l'aide  de  ces  moufles  triples,  réaliser  les 
rapports  suivants  de  vitesses  : 

tsst,       2,        3,        4,  5..., 
a  =  »i*  =  3,       9,       27,       81,  243... 


2l6*  ÉTUDE  GÉOMÉTBIQUE  DES- MÉCANISMES. 


§  DL 

TAMBOURS. 

206.  Le  tambour  est  le  point  d'appui  sur  lequel  la  corde 
passe  en  faisant  plus  d'un  tour. 

Le  tambour  s'appelle  treuil  quand  son  axe  est  horizontal, 
et  cabestan  quand  il  est  vertical. 

Les  tambours  sont  en  général  cylindriques.  On  en  cons- 
truit aussi  de  coniques  pour  faire  varier  le  rayon  (270). 
Parfois,  pour  assurer  l'enroulement,  on  y  trace  en  creux 
une  spirale,  ce  qui  produit  les  fusées.  Citons  encore  les 
bobines  à  câbles  plats,  qui  sont  des  cylindres  très-courts 
munis  de  joues  d'un  très-grand  rayon,  entre  lesquels  le 
câble  s'enroule  sur  lui-même  de  manière  à  faire  varier,  par 
ses  épaisseurs  accumulées,  le  rayon  d'enroulement  (27i). 
Ces  diverses  formes  se  rencontrent  dans  les  appareils  d'ex- 
traction des  mines. 

207.  D'après  ce  qu'on  a  vu  (496),  la  vitesse  de  tirage 

v  —  ur 

est  en  raison  composée  de  la  vitesse  de  rotation  et  du  rayon 
du  ireuil.  Si  donc  on  veut  réaliser  des  rapports  excessive- 
ment faibles  de  vitesse,  on  se  trouvera  conduit  à  employer 
des  rayons  très-petits,  chose  impossible,  car  ce  faible 
rapport  de  vitesses  correspond  précisément  aux  efforts  les 
plus  intenses  qui  détermineraient  inévitablement  la  rupture 
de  l'appareil. 

On  emploie,  pour  lever  cette  difficulté,  le  treuil  diffé- 
rentiel ou  chèvre  de  Lombard,  formé  de  deux  treuils  ordi- 
naires de  rayons  K  et  r  très-peu  différents  (Pl.  XI,  Jig.  i  75). 
La  corde  s'enroule  dans  le  même  sens  sur  tous  les  deux  et  le 
passage  de  l'un  à  l'autre  s'effectue  par  une  spire  liès-lâche 
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descendant  au  niveau  du  poids  qu'il  s'agit  d'élever.  Un 
tour  de  l'appareil  produit  un  enroulement  arcR  de  l'un 
des  brins,  un  déroulement  arr  de  l'autre,  c'est-à-dire  une 
variation  ar(R —  r)  de  la  spire  lâche,  ou  une  élévation 
z(R —  r)  de  la  poulie  mobile  qui  y  est  engagée,  si  nous 
considérons,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  brins  comme 
parallèles. 

Rien  n'empêche  dès  lot  s  de  réaliser  un  rapport  de  vitesse 
aussi  petit  qu'on  le  voudra  en  prenant  des  rayons  presque 
égaux.  Mais  il  est  évident  que  la  longueur  de  la  corde  et 
par  suite  celle  du  treuil  deviennent  excessives,  puisqu'il 
faut,  pour  celte  faible  élévation,  un  tour  de  corde,  et  que 
le  rayon  doit  être  assez  notable  pour  résister  au  poids  con- 
sidérable que  l'on  entreprend  de  soulever. 

On  a  supprimé  cet  inconvénient  dans  le  palan  diffèren- 
tielde  Wilson.  Chacun  des  deux  brins  fait  moins  d'un  tour 
sur  les  deux  poulies  peu  différentes  que  l'on  substitue  aux 
deux  portions  du  tambour  -.  puis  ils  redescendent  et  se  sou- 
dent en  corde  sans  (in  en  passant  sous  une  seconde  poulie 
mobile.  Celle-ci  se  meut  en  sens  inverse  de  l'autie  et  de 
quantités  égales,  puisque  la  longueur  totale  de  la  corde 
reste  fixe. 

208.  Sauf  le  cas  des  bobines,  la  corde  s'enroule  par  spires 
contiguës.  Pour  assurer  la  régularité  de  l'enroulement,  on 
peut  employer,  comme  dans  certaines  charrues  à  vapeur,  un 
petit  chariot  (V "enroulement  (  Pl.  XI,fig.  176),  qui  se  meut 
le  long  du  treuil  sous  l'empire  du  mécanisme  lui-même. 
On  s'arrange  pour  cela  de  manière  que  sa  marche  soit  pro- 
portionnelle à  la  longueur  enroulée  et  qu'il  se  trouve,  par 
suite,  toujours  en  face  du  point  d'enroulement.  Il  se  com- 
pose simplement  d'un  châssis  qui  porte  deux  rouleaux  entre 
lesquels  passe  la  chaîne. 

Quand  la  longueur  de  la  corde  devient  considérable, 
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comme  dans  la  méthode  de  sondage  à  la  corde  appelée  pro- 
cédé chinois,  il  devient  nécessaire  de  donner  au  treuil  un 
grand  développement  suivant  la  génératrice.  Si,  en  eflët, 
/  désigne  la  longueur  du  treuil  et  L  celle  de  la  corde,  d 
et  D  leurs  diamètres,  n  le  nombre  de  tours,  on  aura 

L  =  nvd,      /  =  ni) , 
LD 

td  _7r' 

Lorsque  la  longueur  devient  absolument  indéfinie, 
comme  dans  le  cas  du  remorqueur  à  chaîne  dont  nous  par- 
lerous  bientôt  (211),  aucune  longueur  de  treuil  ne  saurait 
plus  suffire.  On  ne  lèverait  pas  davantage  la  difficulté  eu 
faisant  seulement  passer  la  corde  sur  le  tambour  par  un 
petit  nombre  de  tours,  cl  déroulant  l'autre  partie  au  fur  et 
à  mesure  que  la  première  s'enroule.  Car  bien  que  la  corde 
occupât  un  faible  emplacement  sur  le  treuil,  cet  espace 
irait  sans  cesse  en  se  déplaçaul  le  long  de  ce  treuil  de  toute 
la  longueur  qui  vient  d'être  calculée.  Ou  emploie,  pour 
remédier  à  cet  inconvénient,  un  double  treuil  cannelé. 
qui  présente  plusieurs  gorges  sur  lesquelles  la  corde  passe 
en  allant  d'un  treuil  à  l'autre  (Pl.  XT,  Jig.  177).  Cha- 
cun (Veux  fonctionne  par  là,  à  plusieurs  reprises  succes- 
sives, comme  poulie,  la  corde  faisant  chaque  fois  moins 
d'un  tour,  et  la  difficulté  inhérente  aux  tambours  se  trouve, 
comme  dans  le  palan  différentiel  (207),  radicalemeut  sup- 

209.  On  peut  employer  les  tambours  de  deux  manières 
différentes.  Dans  la  première,  le  treuil  a  sou  axe  fixe  et  la 
corde  nie  suivant  sa  longueur,  comme  dans  les  treuils  de 
puits  ou  de  sondage.  Dans  la  seconde,  la  corde  est  fixe  et 
l'axe  du  treuil  possède  un  mouvement  de  translation, 
comme  lorsqu'un  navire  se  rapproche  de  son  ancre  en  en- 
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îoulant  la  chaîne  sur  un  cabestan  ;  ou  encore,  COJnnitJ  dans 
les  échafaudages  mobiles  suspendus  à  des  poulies  par  des 
cordes  que  les  ouvriers  enroulent  sur  un  ireuil,  de  manière 
à  élever  eux-mêmes  la  planche  qui  les  porte. 

Premier  genre.  — Tambour  fixe. 
Deuxième  genre. —  Conlc  fixe. 

210.  Tambour  fixe.  —  Balancier  à  laitières.  —  On 
transforme  la  rotation  alternative  du  treuil  en  va-et-vient 
de  la  tige  au  moyen  de  lanières  qui  sont  attachées  dans  les 
deux  sens,  car  elles  ne  peuvent  agir  que  par  traction 
(PL  XI}Jis.  178). 

Archet  à  forer.  —  La  mèche  de  l'outil  est  environnée  de 
la  corde  en  hélice  élastique  qui  sous-tend  un  archet 
{Pl.  XI,  fig.  179)-  L'ouvrier  imprime  à  cet  archet  un 
mouvement  alternatif  rapide,  et  chaque  course  fait  faire  un 
assez  grand  nombre  de  tours  à  l'outil  qui  a  un  faible 
diamètre. 

Drille.  —  La  mèche  passe  dans  une  sorte  de  cadre  sur 
lequel  la  main  appuie  de  haut  eu  bas  (Pl.  XI,  fig.  180). 
Les  cordes,  qui  sont  amarrées  à  une  hauteur  donnée,  se 
déroulent  sous  l'empire  de  cette  tension  et  déterminent  la 
rotation  du  corps.  Sa  vitesse  acquise  les  enroule  ensuite  en 
sens  contraire  en  remontant  le  cadre  sur  lequel  la  main  a 
cesse  d'appuyer.  Après  quoi  tout  recommence. 

211.  Corde  fixe.  —  Chariot  des  mull-jcnny.  —  On 
obtient  un  guide  très-sùr  du  mouvement  rectiligne 
(Pl.  XI,  fig.  181)  en  engageant  entre  deux  cordes  ten- 
dues un  petit  chariot  porteur  de  deux  cabestans  sur  lesquels 
les  cordes  passent  en  dessinant  un  Z.  Le  moindre  écart  du 
chariot  provoque  dans  la  corde  un  accroissement  notable 
de  tension  qui  le  ramène  dans  la  ligne. 

Remorqueur  à  cliatne.  —  On  avait  établi  dans  les  der- 
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niera  siècles,  pour  franchir  un  rapide  du  Rhin  situé  près 
do  Bingcn  et  nommé  Bingerloek,  un  bateau  slationnairc 
portant  un  treuil  et  deux  roues  pendantes.  Sur  ce  treuil 
passait  un  câble  amarré  en  amout  du  passage.  Le  courant 
de  Veau  faisait  tourner  les  roues  et  le  treuil  en  enroulant 
la  coi  de.  Mais  comme  celle-ci  était  amarrée,  le  remorqueur 
était  forcé  de  remonter  les  bateaux  auxquels  on  l'attelait. 

Aujourd'hui  ce  principe  est  appliqué  d'une  manière 
plus  simple  dans  le  lit  de  la  Seine.  Une  chaîne  est  noyée  et 
amarrée  à  ses  deux  extrémités.  Elle  se  relève  pour  passer 
sur  le  remorqueur  qu'elle  traverse  de  l'avant  à  l'arrière  en 
faisant  plusieurs  tours  sur  un  double  treuil  cannelé  (208) 
que  manœuvre  une  machine  à  vapeur.  La  rotation  du  treuil 
provoque  de  la  même  manière  le  mouvement  du  remor- 
queur d'aval  en  amont.  La  force  de  la  vapeur  a  seulement 
remplacé  celle  du  courant. 

S  iv. 

COURROIES  SANS  FIN. 

212.  Les  courroies  sans  fin  sont  celles  dont  les  deux 
extrémités  sont  réunies  ensemble  d'une  manière  fixe,  ou 
encore  par  une  boucle  qui  permet  d'en  faire  varier  dans 
des  limites  restreintes  la  longueur  et  la  tension.  Nous  en 
distinguerons  deux  sortes,  suivant  que  la  transmission  est 
ou  non  uniforme. 

Premier  genre. —  Transmission  uniforme 
Second  genre.  —  Transmission  variable. 

213.  Transmission  uniforme. — On  emploie  des  poulies 
circulaires  (197,111).  La  courroie  étant  inextensible,  tous 
ses  points  possèdent  la  même  marche.  Kl  comme  elle  passe 
sans  glisser  sur  les  poulies,  ces  dernières  ont  toutes  les  deux 
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la  même  vitesse  à  la  circonférence 

H 

Ainsi  le  rapport  de  transmission  est  en  raison  inverse  des 
rayons  des  poulies  ('). 

Un  système  de  courroies  sans  fin  est  à  ce  point  de  vue  l'é- 
quivalent d'un  train  d'engrenages  (106).  lia  l'inconvénient 
de  ne  pouvoir  être  employé  pour  de  trop  grands  elïorls;  car 
on  s'exposerait  à  la  rupture  des  brins.  De  plus,  quoiqu'on 
puisse  avec  les  cordes  reculer  à  volonté  la  limite  d'adhé- 
rence, comme  nous  le  verrons  plus  lard,  le  glissement  reste 
toujours  possible  sous  de  trop  grands  efforts.  Mais  il  con- 
vient d'ajouter  que  cela  même  devient  un  avantage  dans 
les  machines  exposées  à  des  chocs  brusques  qui  provoque- 
raient la  rupture  des  dents  d'engrenage.  En  outre,  rien  ne 
s'oppose  à  ce  que  le  rapport  de  transmission  soit  quelconque, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  roues  dentées. 

21  i.  Lorsque  les  axes  sont  parallèles,  on  place  les  pou- 
lies dans  un  même  plan  perpendiculaire,  et  ou  établit  les 
brins  suivant  leurs  tangentes  communes.  Mais  on  peut 
employer  les  tangentes  extérieures  [PL  XII,  Jig.  182)  ou 
intérieures  (Pl.  XII,  Jig.  i83). 

Ce  dernier  mode  est  préférable,  comme  augmentant  l'an- 
gle d'enroulement,  et  par  suite  l'adhérence  (40o).  Mais, 
comme  il  est  nécessaire  que  les  courroies  adhèrent  toujours 
par  la  face  rugueuse,  on  est  forcé  de  faire  subir  à  chacun 
des  deux  brins  une  torsion  de  180  degrés  dans  l'intervalle 


(')  Dan»  la  réalité,  l'extension  momentanée  quo  subissent  les  parties 
successives  île  la  courroie,  dans  la  portion  qui  marche  de  la  poulie  conduite 
à  la  poulie  motrice,  donne  à  celle-ci  un  léger  excédoat  do  vitesse.  Suivant 
M.  Krelz,  on  peut  l'évaluer  à 
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libre.  Celte  torsion  a  d'ailleurs  l'avantage  de  faire  que  les 
b;insse  rencontrent  par  le  plat  et  non  par  la  tranche.  On 
exécute  la  torsion  dans  un  sens  tel,  que  la  rencontre  ait  lieu 
par  la  face  polie. 

215.  Lorsque  les  axes  ne  se  rencontrent  pas,  on  leur 
mène  deux  plans  perpendiculaires  (Pl.  XII,  fig.  184).  Dans 
chacun,  on  abaisse  du  pied  de  l'axe  correspondant  une  per- 
pendiculaire sur  l'intersection  de  ces  plans,  et  l'on  obtient 
ainsi  les  rayons  des  poulies  qui  seront  alors  tangentes  à 
celte  intersection. 

Un  pareil  système  ne  saurait  fonctionner  dans  les  deux 
sens  sans  déterminer  la  chute  de  la  courroie  de  dessus  les 
poulies.  Il  faut,  en  effet,  que  le  brin  qui  arrive  se  présente, 
ou  à  peu  près,  dans  le  plan  de  la  poulie,  sans  quoi  il  ten- 
drait à  être  incessamment  rejeté  de  côté,  au  lieu  d'adhérer 
le  long  de  la  jante.  Or,  lorsque  les  poulies  ne  sont  pas  trop 
rapprochées,  il  existe  peu  de  différence  entre  les  points  de 
contact  A  et  B  sur  la  poulie  O  des  tangentes  AC  et  BB'  à  la 
poulie  O'.  Par  suite,  sauf  une  erreur  sans  importance  pour 
ce  genre  d'appréciation,  on  peut  les  considérer  comme  un 
seul  point  AB,  et  de  même  les  deux  autres  comme  un  seul 
point  A'B'.  D'après  cela,  si  l'on  marche  dans  le  sens  aes 
flèches,  le  brin  AC  qui  arrive  sur  la  poulie  O'  se  présente 
dans  son  plan,  car  il  part  du  point  AB  qui  appartient  aux 
deux  plans  et  arrive  en  un  point  C'du  plan  de  la  poulie.  Il 
en  est  de  même  du  second  brin.  Taudis  que,  si  l'on  marchait 
à  contre-sens,  le  brin  C'A  qui  est  dans  le  plan  de  la  pou- 
lie O'  ne  se  présenterait  plus  dans  celui  de  la  poulie  O. 

246.  Pour  apprécier  dans  ce  cas  le  rapport  des  vitesses, 
je  construirai  une  figure  d'après  les  procédés  de  la  géomé- 
trie descriptive  (Pl.  III,  fig.  45).  Prenons  pour  ligne  de 
terre  l'un  des  axes  AB;  pour  plan  vertical  un  plan  parallèle 
au  second  axe  dont  les  projections  seront  alors  A,  B,,  A'.B', . 
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Les  plans  des  deux  poulies  perpendiculaires  à  ces  aies  se- 
ront DCD'  et  C,  D,K.  Leur  intersection  ou  la  tangente 
commune  sera  l'horizontale  projetée  en  CD  et  eu  T.  Enfin 
les  rayons  des  poulies  se  trouveront  projetés  eu  vraie  gran- 
deur en  CT,  C,T. 

Désignons  par  r  et  rt  ces  rayons;  par  î,  o,  les  longueurs 
des  axes  à  partir  de  leur  perpendiculaire  commune  OO,,  à 
savoir,  OC  cl  OC;  enfin  par  a  leur  angle.  Nous  aurons,  en 
projetant  les  deux  contours  équivalents  OCT  et  OC'tT  suc- 
cessivement sur  CT  et  sur  CT, 


d'où 


et,  par  suite, 


r  =  r, cosse  -f-<î|Sin  a, 
r,  =  r  cos  a —  c?sin  a, 

'3,  sin  jt  =  r  —  r,  cos  a , 
Ssin  a  =  rcoia  —  r, , 


r 

 cos  x 

S,      r  —  r,  cos  a  r, 

I  "    r  cos  a  —  rt  r 

—  cos  a  —  i 


Si  maintenant  on  pose 


*  r 


on  obtiendra  indifTéremment 


'  m  cos  z  —  t  m  cos  *  —  i 

m  =  î     *  =  j 

n  —  cos  a.  m  —  cos  % 


ou,  sous  une  forme  symétrique, 


mn  -h  i 
cos  x  =  -  


Lors  donc  que  l'on  voudra  réaliser  un  rapport  n  de  vi- 
tesses, on  obtiendra  par  cette  formule  celui  m  des  distances 
des  plans  des  poulies  à  la  perpendiculaire  commune  des  axes. 
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Mais  la  grandeur  absolue  de  ces  dislances  et  celle  des  pou- 
lies restent  arbitraires.  Si  Ton  cherche  le  lieu  de  la  droite  T 
correspondant  à  tous  les  systèmes  que  l'on  peut  employer, 
on  pourra  le  représenter  par  son  équation  entre  <î  et  r.  Elle 
sera,  en  substituant  à  <?,  sa  valeur  précédente  : 

//  cos  a  —  t  osina  £sin«t  «sinr 

n  —  cos  »  '     sin  a      r  —  r,  cos  a  ~  r 

r  cos  x 

n 

S    n  sin  a 
r  n  —  cos  a 

c'est  l'équation  d'un  plan  qui  a  pour  inclinaison 

//  sin  a 
fan»  a,  =    • 

«  COS  «  —  I 

En  rapportant  les  angles  aux  plans  bissecteurs,  on  obtient 
cette  formule  plus  élégante  au  moyen  de  transformations 
que  je  supprime  pour  abréger 

n  -t-  i 

tangp,  =  — — j  tangft. 

217.  Transmission  variable. —  Rouleau  tenseur. —  Un 
premier  mode  consiste  dans  l'emploi  d'une  poulie  non  cir- 
culaire communiquant  avec  une  autre  poulie  circulaire 
(Pl.  XII,  fig.  i85).  En  supposant  la  rotation  de  cette 
dernière  uniforme  et  négligeant  l'obliquité  du  cordon, 
on  déterminera  le  profil  inconnu  par  la  méthode  géné- 
rale (196). 

218.  Fusées  complémentaires.  —  On  peut  aussi  em- 
ployer une  fusée  dont  le  rayon  varie  à  chaque  instant 
[Pl.  XII,  fig.  1 86)  ;  mais  il  devient  nécessaire  de  déter- 
miner en  conséquence  la  fusée  conjuguée.  M.  Roland  a  fait 
remarquer  à  cet  égard  que,  quel  que  soit  le  profil  de  la  fu- 
sée, le  profil  conjugué  est  complémentaire;  eu  ce  sens  qu'il 
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s'emboîterait  exactement  avec  le  premier  si  Ton  rappro- 
chait les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes.  Cet  énoncé  sup- 
pose» la  vérité  que  Ton  emploie  des  courroies  à  tangentes 
intérieures. 

La  question  est  simplement  de  montrer  que  la  somme 
des  ares  embrassés  et  des  tangentes  intérieures  communes  à 
deux  cercles  reste  constante  lorsque  la  somme  de  leurs 
rayons  reste  elle-même  invariable  {Pi.  fll%Jig.  46).  Car 
alors  la  même  courroie  pourra  toujours  fonctionner  sur 
ces  deux  cercles.  On  sait,  en  effet,  que  les  tangentes  inté- 
rieures sont  parallèles  à  celles  qui  seraient  menées  de  l'un 
des  centres  à  un  cercle  concentrique  à  l'autre  et  décrit  avec 
la  somme  des  rayons,  qui  reste  constante  par  hypothèse.  Les 
rayons  sur  lesquels  se  trouvent  les  points  de  contact  sont  les 
mêmes  pour  ces  tangentes  de  construction  et  pour  les  tan- 
gentes communes  dans  tous  les  systèmes  de  cercles.  On  >oit 
dès  lors  que  ces  dernières,  dans  deux  systèmes  quelconques, 
seront  respectivement  égales  comme  côtés  opposés  d'un  rec- 
tangle. Quant  aux  angles  embrassés,  ils  seront  aussi  inva- 
riables, et,  par  suite,  leurs  aies  Ra  et  ra  auront  une 
somme  fixe  (R-r-/*)a,  car  les  deux  facteurs  sont  con- 
stants. Le  périmètre  entier  de  la  courroie  reste  donc  tou- 
jours le  même,  comme  il  fallait  le  démontrer. 


.5 


2  2f>  ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉCANISMES. 


CHAPITRE  XIV. 

EMBRAYAGES. 


S* 

EMBRAYAGES  RECTILIGNES. 

219.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  'd'riw- 
brayages  les  appareils  accessoires  destinés  à  produire  à  la 
volonté  du  mécanicien  une  modification  brusque  dans  la 
marche  d'une  machine  (XXVI). 

On  peut,  par  leur  moyen,  changer  la  grandeur  ou  le  sens 
de  la  vitesse,  et  en  particulier  effectuer  la  mise  en  marche 
ou  l'arrêt  de  l'appareil. 

Nous  distinguerons  d'abord  deux  sortes  d'embrayages, 
suivant  que  la  modification  reste  à  la  volonté  du  mécani- 
cien ou  qu'elle  est  effectuée  par  la  machine  elle-même  à  des 
instants  déterminés.  Une  troisième  catégorie  comprendra 
les  embrayages  qui  permettent  la  marche  [dans  un  sens  en 
entravant  complètement  la  marche  rétrograde,  et  qu'on 
appelle  encliquetages. 

Première  catégorie.  —  Embrayages. 

Deuxième  catégorie.  —  Déclics. 

Troisième  catégorie. —  Encliquetages» 

Embrayages.  —  Les  embrayages  ordinaires  sont  des  ap- 
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pareils  de  natures  très-diverses  que  nous  pourrons  néan- 
moins rattacher  aux  quatre  types  suivants  : 

Premier  genre.  —  Embrayages  reelitignes. 

Deuxième  genre.  —  Embrayages  par  soulèvement . 

Troisième  genre.  —  Manchons  d'embrayage. 

Quatrième  genre. —  Courroies  d 'embrayage. 

220.  Embrayages  rectilignes.  —  Barres  d'excentrique. 
—  Le  problème  du  changement  de  marche  dans  une  locomo- 
tive revient  au  renversement  de  la  vapeur  dans  le  cylindre; 
car  si  Ton  place  alternativement  sur  chacune  des  faces  du 
piston,  dans  une  position  donnée,  le  vide  du  condenseur  ou 
la  pression  de  la  vapeur,  il  se  déplacera  d'un  côté  ou  de 
l'autre,  et  avec  lui  tout  Je  train  dont  il  détermine  le  mou- 
vement. Il  faut  donc  faire  en  sorte  que  le  tiroir  de  distri- 
bution se  meuve  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  pour  que  les 
lumières  qu'il  démasque  par  ce  mouvement  se  trouvent  eu 
communication  avec  la  boîte  à  vapeur  ou  avec  le  conden- 
seur. Or  le  tiroir  est  manœuvré  par  un  excentrique  circu- 
laire à  collier,  ce  qui  revient,  comme  nous  l'avons  vu,  au 
point  de  vue  géométrique  (Kïo),  au  système  d  une  bielle  et 
d'une  manivelle  qui  aurait  pour  bras  l'excentricité.  11  faut 
donc  que  cette  dernière  se  trouve  successivement  au-dessus 
et  au-dessous  de  l'arbre  tournant,  pour  que  la  >  liesse  acquise 
de  rotation  de  ce  dernier  manœuvre  l 'extrémité  du  bras 
d'un  côté  ou  de  l'autre.  L'impossibilité  de  décaler  et  de 
recaler  ainsi  à  chaque  instant  l'excentrique  pendant  le 
mouvement  conduit  à  en  disposer  deux  n  l'avance  avec  des 
excentricités  diamétralement  opposées  ('),  et  le  problème 


( 1  )  En  réalité,  le»  eicentricîtés,  au  lieu  d'ôtro  à  180  der»ré*  l'uno  de  I  autro, 
formera  un  anBle  oblus,  comme  on  le  voil  sur  les  fg.  187  cl  iSS  (/'/  XII). 
Cette  modification  porte  le  nom  d'wancr  insulaire,  clic  est  MCMtlIéa  par 
l'emploi  du  tiroir  à  recouvrement,  dont  l'explication  neigerait  des  Hélait* 
tout  à  fait  étrangers  ù  notre  sujet  actucL 

■  5. 
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revient  alors  à  établir  la  communication  de  l'arbre  et  du 
tiroir  successivement  par  l'un  ou  par  l'autre  de  ces  excen- 
triques. 

Le  moyen  le  plus  anciennement  employé  pour  cela  con- 
siste dans  l'einploi  des  barrés  d excentrique  (Pl.  XII, 
fig.  187).  Les  deux  bielles  se  terminent  alors  par  une  selle 
que  Ton  met  à  cheval  sur  le  bouton  de  la  lige  du  tiroir;  les 
becs  disposés  de  chaque  côté  de  ces  selles  font  l'office  d'en- 
tonnoir pour  diriger  avec  sûreté  le  bouton  dans  l'encoche 
pendant  le  relèvement  ou  l'abaissement  du  système.  Cette 
manœuvre  s'effectue  au  moyen  d'un  levier  de  relevage,  et 
de  la  barre  qui  réunit  les  deux  bielles.  Au  moyen  de  ce 
dispositif,  le  bouton  n'est  jamais  mené  que  par  un  ex- 
centrique, l'autre  cessant  alors  de  contribuer  à  la  trans- 
mission. 

221 .  Coulisse  de  Stephcnson.  —  Un  moyen  de  beaucoup 
préférable  consiste  à  remplacer  la  tige  de  réunion  des  deux 
bielles  par  une  pièce  à  coulisse  qui  réunit  les  deux  selles, 
et  dans  laquelle  est  engagé,  de  manière  à  n'en  pouvoir  sor- 
tir, le  boulon  de  la  tige  du  tiroir  (PI-  XII,  Jig.  iSS). 

Par  là,  d'abord  on  supprime  radicalement  le  danger  de 
manquer  le  bouton,  malgré  les  fourches,  pendant  le  rele- 
vage. 

On  réalise  en  même  temps  un  avantage  important.  On 
n'est  plus,  en  effet,  forcé  de  placer  le  bouton  dans  chaque 
selle;  auquel  cas  il  n'est  mené  que  par  un  excentrique, 
sans  que  l'autre  concoure  à  la  transmission.  On  peut 
encore  le  mettre  au  milieu  de  la  coulisse;  dans  ce  cas,  le 
tiroir  qui  participera  également,  en  raison  de  la  symétrie, 
aux  deux  mouvements  contraires  des  excentriques  restera 
en  repos  dans  une  position  moyeunc,  ce  qui  supprime  le 
jeu  de  la  vapeur.  On  peut  enfin  le  mettre  dans  une  série  de 
positions  intermédiaires  qui,  le  faisant  participer  plus  ou 
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moins  aux  mouvements  de  chacun  des  excentriques,  feront 
varier  sa  course  depuis  zéro,  pour  la  position  moyenne, 
jusqu'au  maximum  que  l'on  obtient  aux  extrémités.  Et  celte 
variation  de  la  course  est  d'une  grande  importance,  car  elle 
modifie  le  temps  de  l'ouverture  et  de  la  fermeture  des  lu- 
mières, c'est-à-dire  la  délente  de  la  vapeur,  et,  par  suite,  la 
force  en  chevaux  de  la  machine. 

222.  Le  dispositif,  tel  qu'il  vient  d'être  décrit,  présente 
un  inconvénient  assez  réel.  Si  nous  supposons,  pour  plus  de 
clarté,  l'arbre  au  repos,  et  que  nous  effectuions  seulement 
le  rclevage,  ce  mouvement  imprimera  évidemment  au  bou- 
ton un  déplacement  cl  produira,  par  suite,  un  dérange- 
ment dans  sa  position  moyenne  et  dans  la  distribulbn  qui 
en  dépend. 

Pour  éviter  ce  déplacement,  on  a  proposé  de  briser  la 
tige  du  tiroir  cl  de  faire  agir  le  système  de  relevage  sur  la 
pièce  articulée  qui  le  termine  (Pl.  XII,  fig.  189).  De 
plus,  la  eoulissc  a  alors  la  forme  d'un  cercle  dont  le  centre 
se  trouve  sur  l'arliculalion  même.  De  cette  manière,  le  re- 
levagc  de  cette  pièce  s'opère  par  un  mouvement  de  rotation 
sans  déplacer  son  centre,  ni  le  tiroir  qui  lui  est  relié.  Ce 
dispositif  est  connu  sous  le  nom  de  coulissa  renversée.  Il  a 
en  revanche  l'inconvénient  de  donner  au  système  un  assez 
grand  développement  en  longueur. 

223.  Le  mouvement  de  la  coulisse  est  excessivement 
compliqué.  Il  a  été  l'objet  d'une  étude  très-approfondie  de 
la  part  de  M.  Phillips.  Je  lui  emprunterai  une  construction 
fort  élégante  du  centre  instantané  (Pl.  IIIf  Jig. 

Nous  savons  que  ce  centre  se  trouve  sur  les  normales  aux 
trajectoires  des  différents  points  (VIII).  Une  première  nor- 
male sera  la  bielle  de  relevage  KH.  Car  le  système  de  rele- 
vage étant  une  fois  Gxé  dans  une  position  quelconque,  cette 
bielle  oscille  autour  de  son  extrémité  K.  Un  quelconque  de 
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ses  points,  par  exemple  l'articulation  H,  qui  la  réunit  à  la 
coulisse,  décrit  dune  un  cercle  autour  de  K  et  HK  est  la 
normale  de  ce  point  de  la  coulisse. 

Pour  achever  de  déterminer  la  position  SI  du  centre  in- 
stantané sur  la  bielle  de  relevage,  je  supposerai  le  problème 
résolu.  Si  a  est  la  rotation  élémentaire  de  la  coulisse  autour 
de  H,  le  déplacement  linéaire  de  son  extrémité  B  aura  pour 
valeur  fil),  a,  et  sa  direction  sera  normale  à  ftB.  Le  centre 
instantané  m  de  la  bielle  d'excentrique  A 15  se  trouve  dès 
lors  sur  I2B  et  sa  rotation  élémentaire  est  exprimée  par 

«B 

L'autre  extrémité  A  de  cette  bielle  éprouvera  dès  lors  uu 
déplacement  linéaire 

normalement  à  m  A;  mais  ce  déplacement  doit  être  aussi 
normal  à  OA,  puisque  ce  point  d'altaclic  partiripe  à  la 
rotation  de  l'arbre  tournant.  Ainsi  A  est  le  prolongement 
de  OA,  et  la  rotation  de  l'arbre  tournant  aura  pour  va- 
leur 

nB  .  w  A  .  a  i 
«lî  ÔÂ' 

Pour  simplifier  celte  expression,  menons  par  le  centre 
instantané  il  de  la  coulisse  les  parallèles  CIC,  ftC  aux 
excentricités  OA,  OA',  les  triangles  semblables  SI  BC,  wBA 
donneront  la  proportion 


ilC  «A 
ÛB  ~ 
aB.«A 


il  B      u  B  9 


=  QC. 
mB 

Par  là  la  rotation  élémentaire  de  l'arbre  tournant  O  devient 
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ne 


OA 


.  a. 


.Mais,  en  raisonnant  de  la  même  manière  pour  l'autre  moi- 
tié de  l'appareil,  nous  la  mettrons  également  sous  la  forme 


OA'"" 

On  a  donc,  en  égalant  ces  deux  expressions, 

ÔA  —  ÔÂ'  ' 

ce  qui  montre  que  nous  avons  trois  points  en  ligne  droite  : 
O  centre  de  l'arbre  tournant,  Q  centre  instantané  de  la 
coulisse,  et  D  point  de  concours  des  deux  bielles  d'excen- 
trique. 

De  là  la  construction  suivante  :  si  l'on  prolonge  les  bielles 
d'excentriques  AB,  A' B'  jusqu'à  leur  rencontre  en  D,  et 
qu'on  tire  deee  point  une  droite  DO  par  le  centre  de  l'arbre 
tournant,  elle  coupera  la  bielle  de  relevage  11K  au  centre 
instantané  £1  de  la  eoulissc. 

Le  rapport  des  vitesses  de  rotations  instantanées  de 
l'arbre  tournant  et  de  la  coulisse  admettant,  comme  nous 
l'avons  vu,  l'une  ou  l'autre  des  expressions 

dont  les  dénominateurs  restent  constants,  on  voit  que  ce 
rapport  varie  comme  la  distance  du  centre  instantané  à 
l'une  quelconque  des  bielles  d'excentrique  comptée  paral- 
lèlement à  son  excentricité. 
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§  H- 

EMBRAYAGES  PAR  SOULEVEMENT. 

22i.  Palier  à  soulèvement.  —  Un  moyen  très-simple,  en 
théorie,  d'établir  on  de  supprimer  la  communication  entre 
deux  roues  dentées  consiste  à  supporter  le  pivot  de  l'une 
d'elles  sur  une  crapaudine  à  vis,  qui  permet  de  l'élever  on 
de  l'abaisser  de  manière  à  la  mettre  ou  non  en  regard  de 
l'autre  [Pl.  XII,  fig.  190).  En  pratique,  ce  procédé  est 
assez  incommode  et  ne  s'applique  convenablement  que 
dans  le  repos. 

225.  Trains  complémentaires.  —  En  partant  de  ce  prin- 
cipe on  peut  indiquer  un  moyen  de  faire  varier  le  rapport 
de  transmission  de  plusieurs  manières  différentes.  Il  suffit 
pour  cela  de  monter  sur  l'arbre  fixe  et  sur  celui  qui  est  sus- 
ceptible de  glisser  dans  sa  propre  direction  deux  séries  de 
roues  dont  les  rayons  soient  complémentaires,  de  manière 
à  leur  permettre  d'engrener  ensemble. 

Il  faut  alors  établir  entre  ces  roues  des  intervalles  con- 
venables pour  qu'une  seule  paire  se  trouve  à  la  fois  en  prise. 
La  jig.  48,  P/.  III t  représente  celte  disposition,  sauf  un  jeu 
qu'il  est  toujours  nécessaire  de  laisser  dans  la  pratique.  Les 
intervalles  sont  égaux,  pour  l'arbre  mobile,  à  o,  1,  2, 
3,. . .  largeurs  de  roue,  et  pour  l'autre  ai,  2, 3, 4  .  lar- 
geurs. Un  déplacement  d'une  largeur  désunira  la  première 
paire,  réunira  la  seconde,  et  ne  rejoindra  pas  encore  la  troi- 
sième ni  les  suivantes.  Un  déplacement  de  deux  largeurs 
désunira  la  première  paire,  dépassera  le  but  pour  la  seconde, 
rejoindra  la  troisième,  et  ne  suffira  pas  encore  pour  la  qua- 
trième et  les  suivantes;  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  désigne  par  n  le  nombre  des  roues  de  chaque 
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arbre,  /  leur  largeur  commune,  L  la  longueur  de  l'arbre 
inférieur,  et  L' celle  de  l'arbre  supérieur,  on  aura 

L=/i/  +  [i+2+3+...+  (fl-i)]/ 

et 

L'=/?/  +  [n-a+3+...  +  (ff-2)]/ 

=[,+  <-"a'"-'>],=  [^+.],, 

ce  qui  revient  à  ces  formules  très-simples  : 

L+L'  =  («'+i)/, 
L  —  L'  =  (»  —  i)/. 

226.  Quant  à  la  méthode  qui  permettra  de  déterminer 
les  rayons  en  vue  d'une  série  donnée  de  rapports,  je  l'expli- 
querai,  pour  plus  de  clarté,  sur  un  exemple;  mais  il  sera" 
facile  d'en  dégager  le  principe  général. 

Proposons -no us  de  réaliser  la  série 

i      a      3      4      3  5 
—  »     — »      — »      — j      — »  7» 
Il        I  124 

en  nous  imposant,  pour  plus  de  simplicité,  la  condition 
que  le  pas  soit  le  même  pour  toutes  le*  roues.  La  somme  des 
rayons  étant  constante  comme  égale  à  la  ligne  des  centres,  il 
en  est  de  même,  en  multipliant  par  27:,  de  la  somme  des  cir- 
conférences, et,  en  divisant  par  le  pas,  de  la  somme  des  mo- 
dules. Mais  les  modules  sont  réciproquement  proportionnels 
aux  deux  termes  des  fractions  proposées  (I0B).  Celle  somme 
constante  des  modules  est  donc  un  multiple  de  chacune  des 
sommes  des  deux  termes  de  fractions  proposées,  à  savoir  : 

2,    3,    4*    5,    5,  9. 
11  convient,  par  suite,  de  la  prendre  égale  à  leur  plus  petit 
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commun  multiple 

i\  3». 5=  180, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  partager  ce  nombre  en  deux  parties 
proportionnelles  aux  termes  de  chacune  des  fractions,  ce 
qui  fournit  les  modules 

90,  120,  1 35 ,  i44,  108,  100, 
90,       60.       \5,       36,       7'Ji,  80. 

Si  les  rapports  ne  sont  pas  assignas,  il  convient,  pour 
économiser  les  modèles  de  fonderie,  de  prendre  deux  stries 
identiques  pour  les  deux  arbres.  On  pourra  dès  lors  se 
donner  la  moitié  ou  la  moitié  plus  un  des  termes  successifs, 
suivant  que  leur  nombre  total  est  pair  ou  impair,  cl  les 
autres  s'en  déduiront  par  la  condition  que  la  somme  des 
termes  ctjuidistants  des  extrêmes  soit  constante  et  égale  à 
l'intervalle  A  des  axes. 

On  pourra,  par  exemple,  employer  une  progression 
arithmétique,  puisque,  dans  cette  sorte  de  série,  la  somme 
des  termes  équidislants  des  extrêmes  est  toujours  la  même  ('). 
Les  rayons  seront  alors 

A  aA  le  à  n  A 


n  +  l        n  -k  l  «  -h  1  n  l 

n  A        {n  —  i)A  (n  —  X-M)A  A 

 ,   —  ■ 

n  ■+■  1        «4-1  n  •+■  1  «  -r*  i 

227.  Trains  non  complémentaires.  —  On  peut,  à  la 
vérité,  pour  réaliser  des  séries  qui  ne  remplissent  pas  la 
condition  précédente,  renoncer  à  l'emploi  des  rayons  com- 
plémentaires [Pl.  XII,  Jig.  191).  On  a  recours  alors  à  un 


(')  Maison  n*  pourrait  employer  une  progression  géométrique,  comme 
ou  l'a  parfois  avancé  par  tnegarde.  Ln  effet,  la  somnio  et  le  produit  des 
termes  equiJUUnts  des  extrêmes  devraient  être  à  ia  fois  couslanls,  ce  qui 
est  impossible. 
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mécanisme  assez  compliqué  et  un  peu  faible,  qui  est  cepen- 
dant employé  par  les  tourneurs. 

Les  deux  arbres  sont  fixes  et  portent  des  roues  quel- 
conques placées  en  regard  les  unes  des  autres.  On  établit  la 
communication  d'une  paire  quelconque  en  amenant  dans 
son  plan  une  roue  auxiliaire,  que  l'on  installe  de  manière 
à  ce  qu'elle  soit  tangente  aux  deux  proposées.  A  cet  effet, 
le  palier  de  celle  roue  est  porté  par  une  pièce  susceptible 
de  s'élever  dans  une  rainure  reeti ligne  de  manière  à  faire 
varier  l'ordonnée  du  centre.  Le  montant  dans  lequel  est 
pratiquée  celte  rainure  peut  lui-même  glisser  horizontale- 
ment dans  une  seconde  coulisse,  pour  que  l'on  puisse  dis- 
poser à  volonté  de  l'abscisse.  Enfin  celte  coulisse  peut  être 
transportée  parallèlement  à  elle-même,  afin  de  permettre 
d'amener  la  roue  auxiliaire  dans  le  plan  des  -paires  succes- 
sives. 

On  prend  encore,  pour  plus  de  simplicité,  des  séries 
identiques  pour  les  deux  arbres;  et  il  devient  possible,  dans 
ces  conditions,  d'adopler  comme  la  plus  naturelle  la  pro- 
gression géométrique 

r,         Àr,        A3r,  .  .  .  ,        A*r, .  .  .  ,  À*-'r, 
A«-r,    a— V,    X— »r,  .  .  .  ,     À-*-r,  .  .  .  ,  r, 

le  rapport  de  transmission  variant  alors  lui-même  suivant 
une  progression  géométrique 

I 

228.  Trains  multiples.  —  On  obtiendrait  un  plus  grand 
nombre  de  variations  en  laissant  la  roue  intermédiaire 
dans  un  plan  fixe,  cl  y  amenant  successivement  toutes 
celles  des  deux  arbres,  de  manière  que  chacune  des  roues 
de  l'un  pût  être  mise  en  relation  avec  toutes  celles  de 
l'autre.  Le  nombre  de  combinaisons  sera  alors  le  produit 
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des  deux  modules,  et  l'on  aura  avantage  à  prendre  ces  der- 
niers égaux  pour  obtenir,  avec  une  quantité  de  roues 
donnée,  le  plus  grand  nombre  possible  de  variations.  On 
sait,  en  effet,  que  le  produit  de  deux  facteurs  qui  ont  une 
somme  fixe  devient  maximum  lorsqu'ils  sont  égaux. 


229.  Mais  on  obtient  une  solution  préférable  en  rentrant 
dans  le  dispositif  précédent  et  en  employant  seulement  un 
plus  grand  nombre  d'arbres.  On  reliera  pour  cela  les  arbres 
proposés  A0  et  Ap  au  moyen  de  p — i  arbres  intermédiaires 
A,,  pour  chacun  desquels  nous  appellerons  né  le  module 

ou  le  nombre  de  roues  j  y^,  la  raison  de  la  progression  des 
rayons  ;  À,  le  rang  de  la  roue  mise  en  communication  avec 
l'arbre  précédent,  et  enfin  Q  un  coefficient  constant.  On 
aura  alors,  en  appliquant  la  formule  précédente  de  chaque 
arbre  au  suivant, 


9 


et,  en  multipliant  et  désignant,  pour  abréger,  par  C  le 
coefficient  constant, 


Si  nous  faisons  actuellement 


> 


i  » 


» 
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la  formule  deviendra 

» 

On  peut,  d'après  cela,  en  disposant  convenablement  de 
Ar, ,  A,,. ..,  hf%  obtenir  la  série  des  puissances  de  fz,,  c'est-à- 
dire  une  progression  géométrique  continue.  Supposons,  en 
effet,  toutes  les  quantités  A,  nulles,  sauf  celles  dont  nous 
allons  disposer  successivement.  Eu  faisant  varier  A,  de  zéro 
à  n,  —  i,  on  obtient  les  exposants  consécutifs  de  zéro  à 
n,  —  i.  Remettant  A,  à  zéro  et  prenant  Aj,=  i,  on  obtient 
w,,  et,  si  A*,  recommence  à  varier  de  zéro  à  n, —  i,  on 
trouve  successivement  nt-\-a. . .,  jusqu'à  a/i4 — i. 

Remettant  A,  à  zéro  et  prenant  A,= a, on  a  an,,  et,  si  A't  varie 
de  nouveau,  a/i|  H-  i,  an,  ■+-  a, . . .,  jusqu'à  3  h,  —  i.  On 
remet  alors  A",  à  zéro  avec  A»  =  3,  et  ainsi  de  suite.  Quand 
on  est  arrivé  à  A,  =  //, —  i  avec  A,  =  rt, — i,  on  a  w,  nt  —  i. 
On  remet  alors  kt  et  At  à  zéro,  et  on  prend  As  =  i,  ce  qui 
donne  ntnt.  En  reproduisant  intégralement  toute  la  série 
de  variations  précédente,  on  sera  conduit  sans  interruption 
à  an,n, —  i.  Remettant  A,  et  A,  à  zéro,  et  prenant  A3  =  a 
on  obtient  a/i,/ia,  puis,  avec  une  nouvelle  série  de  varia- 
tions, on  atteint  "intn, —  i,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
Le  dernier  nombre  obtenu  en  faisant  chacune  des  quantités 
Ar,-  égale  à  w,  —  i  sera 

Le  nombre  total  de  variations  est  doue 

/Il  /Ij  /Ij  .  .  .Ttp  , 

car  nous  avons  commencé  par  la  puissance  zéro. 

Si,  au  contraire,  on  répartit  le  même  nombres  de  roues 

n,  -f-  n,  -f-  nt .  •  .  +  np 
en  un  seul  train,  nous  avous  vu  que  le  nombre  maximum 
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de  variations  que  l'on  puisse  ainsi  réaliser  sera 

i  , 

230.  Si,  en  particulier,  et  pour  plus  de  simplicité,  on 
suppose  que  tous  les  arbres  portent  le  même  nombre  n  de 
roues,  les  raisons  successives  deviendront 

M»  =  f»". 


le  rapport  de  transmission 


le  nombre  total  de  variations 

et  le  maximum  que  l'on  eût  pu  atteindre  avec  un  train  ordi- 


(?) 


Il  suffit  donc,  pour  qu'il  y  ait  avantage  dans  l'emploi  des 
trains  multiples,  c'est-à-dire  pour  que,  à  nombre  égal  de 
roues  rtp,  ils  permettent  un  plus  grand  nombre  de  combi- 
naisons, que  l'on  ait 

*>  (v)'  . 

condition  facile  à  remplir.  On  en  tire,  en  effet, 

■>'v£ 
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Si  on  prend  d'abord  Bai  et  a,  et  qu'on  fasse  dispa- 
raître l'indétermination,  on  trouve  les  Valeurs  4  ci  e,  de 
sorte  qu'il  suffit  de  prendre  n  =  5  ou  3.  A  partir  de  là  on 
rencontre  encore  pins  de  facilité,  car  la  fonction  est  tou- 
jours décroissante.  Pour  le  constater,  il  suffit  d'envisager 
sou  logarithme 

#>  — » 

et  de  montrer  que  sa  dérivée 

reste  négative.  Son  dénominateur  est  en  effet  sans  influence 
sur  le  signe,  et  quant  au  numérateur,  nul  (')  pour  p  =  a, 
il  reste  ensuite  négatif  comme  étant  lui-même  décroissant, 
puisque  sa  propre  dérivée 

■*—P 

reste  essentiellement  négative. 

231.  La  solution  la  plus  avantageuse  sera  évidemment 
celle  qui,  pour  un  nombre  donné  de  variations 

nP  =  a 

emploiera  un  nombre  minimum  de  roues 

/îloga 
np  ~  log/i  ' 

Il  faut,  pour  cela,  poser  l'équation 

log/i  —  i 
,0S«  "37  1-—°'* 


(*)  11  ne  s  ensuit  paa  on  maximum,  car  le  dénominateur  est  lui-même 
nul.  En  faisant  disparaître  l'indétermination,  on  trouve  que  la  vraie  valeur 
de  cotte  dérivée  e»t  —  7. 
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comme  il  est  impossible  de  faire  n  =  o  ou  n ■  =  oo  ,  on  en 

* 

tire 


n  =  e  =  2,  7, 


n  devant  d'ailleurs  être  entier,  on  prendra  celui  des  nom- 
bres 2  et  3  pour  lequel  le  quotient        est  le  moindre 

n  =  3, 

ce  qui  indique  des  arbres  de  trois  roues  très-convenables  en 
pratique. 

Si  donc  on  emploie  comme  nombre  d'arbres 
p=-2,    3,    4>  5,..., 

c'est-à-dire  comme  nombre  de  roues 

3p  =  6,    9,    i2,    i5 , . . . , 

on  obtiendra,  comme  nombre  de  variations 
3^  =  9,    27,    81,  243,..., 

au  lieu  du  maximum  qu'eût  donné  un  Irain  ordinaire 
2/^  =  9,    20,    36,  56,..., 

en  ne  prenant,  bien  entendu,  que  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  la  fraction  ^  p*. 

§  ni. 

MANCHONS  D'EMBRAYAGE. 

232.  Le  principe  de  l'appareil  destiné  à  mettre  en  com- 
munication deux  arbres  distincts  consiste  à  y  monter  deux 
pièces,  dont  l'une  est  assemblée  à  prisonnier,  c'est-à-dire 
par  l'intermédiaire  d'une  languette  qui  l'oblige  de  tourne 


_Digitjzed  by  Google 


EMDRAYÀGKS.  2jl 

avec  l'arbre,  mais  qui  lui  laisse  la  latitude  dese  déplacerdans 
le  sens  de  la  longueur.  De  plus,  ces  deux  pièces  sont  mu- 
nies d'appendices  ou  griffes  qui  les  font  engrener  ensemble 
quand  on  les  rapproche.  Lorsque  les  griffes  sont  ainsi  en 
prise,  les  arbres  se  trouvent  mis  en  communication,  et 
rien  ne  les  relie,  au  contraire,  si  la  pièce  mobile  est  écartée 
de  l'autre. 

Je  décrirai  successivement  les  manchons  eux-mêmes, 
puis  les  moyens  employés  pour  les  déplacer,  enfin  les  effets 
de  changements  de  vitesses  qu'ils  permettent  de  réaliser. 

w 

233.  Manchons  à  griffes  droites.  —  Les  griffes  saillantes 
et  leurs  logements  rentrants  sont  formés  par  des  surfaces  cy- 
lindriques qui  s'emboîtent  exactement  (Pl.  XII,  Jig.  192). 

On  ne  peut  alors  embrayer  facilement  qu'au  repos. 

Mandions  à  griffes  obliques.  —  Les  griffes  sont  termi- 
nées par  des  surfaces  biaises  analogues  à  des  vis  (Pl.  XII, 

fis- 

On  n'a  pas  alors  besoin  de  viser  juste  pour  embrayer,  cl 
les  griffes  finissent  toujours  par  atteindre  le  foncl  de  leur 
logement.  On  peut  donc  embrayer  pendant  la  marche 
comme  dans  le  repos. 

Cônes  de  friction.  —  Les  manchons  n'ont  plus  de 
griffes,  et  la  communication  n'est  fondée  que  sur  l'adhé- 
rence (5).  La  forme  est  celle  de  deux  cônes,  l'un  creux, 
l'autre  plein  (PL  XII,  fi  g.  194 )• 

On  n'embraye  alors  facilement  que  pendant  la  marche, 
comme  nous  le  reconnaîtrons  plus  lard  (388). 

234.  Pince  d'embrayage.  —  C'est  le  mode  le  plus  or- 
dinairement employé  pour  faire  mouvoir  le  manchon 
(Pl.  XII,  fig.  Elle  a  la  forme  d  une  fourche,  et 
l'arbre  passe  eutre  ses  branches.  Celles-ci  se  terminent  par 
deux  appendices  qui  pénètrent  dans  la  rainure  circulaire 
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pratiquée  sur  le  manchon.  Klles  ne  s'opposent  pas  à  la  ro- 
tation de  cette  pièce,  mais  elles  lui  impriment  une  trans- 
lation parallèle  à  l'axe  lorsqu'on  fait  basculer  la  four- 
chette. 

Débray  age  à  vis.  —  On  manœuvre  le  manchon  mobile 
à  l'aide  d'une  vis  prise  dans  un  écrou  fixe.  Ce  mode  a  l'in- 
convénient de  la  lenteur. 

Débrayage  brusque.  —  Lorsqu'on  veut,  au  contraire, 
pouvoir  opérer  avec  la  plus  grande  rapidité  en  cas  de  dan- 
ger, l'une  des  pièces  présente  des  renflements  sinueux  et 
l'autre  une  surface  plaue  (PL  XII,  fig.  196).  Si  Ion 
pousse  brusquement  un  taquet,  il  s'insinue  entre  les  deux 
pièces  à  l'instant  où  le  rentrant  se  présente,  et,  comme  sa 
présence  s'oppose  au  passage  du  saillant,  la  pièce  qui  le 
porte  est  forcée  de  se  déplacer  dans  le  sens  longitudinal. 

Débrayage  automoteur.  —  Le  manchon  mobile  porte 
une  rainure  hélicoïdale  (Pl.  XII,  fig  197).  On  dispose  en 
outre,  sur  la  parlic  fixe,  une  pièce  à  charnière  que  l'on  fait 
basculer  de  manière  que  son  bouton  tombe  dans  la  rainure. 
La  forme  de  celle-ci  provoque  alors  la  translation  comme 
conséquence  de  la  rotation  relative  (57,  II).  On  emploie  ce 
mode  quand  le  débrayage  exige  un  effort  considérable  que 
l'on  emprunte  ainsi  à  la  machine  elle-même. 

235.  Mise  en  marche;  arrêt.  —  L'effet  le  plus  simple 
est  la  mise  en  marche  ou  l'arrêt.  11  suffit,  pour  le  produire, 
de  monter  les  manchons  sur  deux  bouts  d'arbres  placés  en 
prolongement  l'un  de  l'autre.  Suivant  que  ces  mauchons 
sont  ou  non  en  prise,  la  transmission  a  lieu  ou  se  trouve 
supprimée. 

V iriation  du  rapport  des  vitesses.  —  On  emploie  deux 
paires  de  roues  complémentaires,  mais  différentes  (  Pl.  XII, 
fig.  198).  Elles  sont  calées  sur  l'un  des  arbres  et  folles  sur 
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l'autre.  Un  manchon  est  installé  dans  l'intervalle  des  roues 
folles,  de  manière  à  se  mettre  en  prise  avec  chacune  d'elles 
lorsqu'on  le  transporte  à  droite  ou  à  gauche.  Dans  chaque 
cas,  l'une  des  roues  folles  se  trouve  calée  temporairement 
et  transmet  la  rotation  à  l'autre  arbre  avec  uu  rapport  de 
vitesses  qui  dépend  des  rayons  primitifs. 

Variation  du  sens  des  vitesses.  —  Sur  un  premier  arbre 
sont  montées  librement  deux  roues  d'angle  que  l'on  cale 
alternativement  au  moyen  du  manchon  installé  entre  elles 
(Pl.  XII,  fig.  199).  Une  autre  roue  d'angle  moniée  sur 
un  arbre  perpendiculaire  engrène  avec  toutes  les  deux.  Il 
est  clair  que  sa  rotation  changera  de  sens  suivant  qu'elle 
proviendra  de  l'arbre  moteur  par  l'intermédiaire  de  l'une 
ou  l'autre  des  deux  premières  roues.  Cet  organe  présente 
une  certaine  importance  en  raison  de  son  emploi  dans  les 
modérateurs  (286). 

S  iv. 

COURROIES  D'EMBRAYAGE. 

236.  Les  courroies  sans  fin  peuvent  être  employées  pour 
l'embrayage  suivant  deux  modes  différents  :  les  courroies 
lâches  et  le  transport  des  courroies. 

Courroies  lâches.  —  Le  premier  système  consiste  à 
établir  ou  à  supprimera  volonté  la  tension  dans  une  cour- 
roie qui  par  ellc-môme  est  un  peu  trop  longue  (405). 

Axe  à  soulèvement.  —  L'axe  de  l'une  des  roues  peut 
être  légèrement  soulevé  de  manière  à  tendre  les  deux  brins, 
qui  redeviennent  lâches  quand  l'axe  retombe  (  Pl.  XIII, 
fiS-  aoo). 

Tire-sac.  —  Il  sert,  dans  les  moulins,  pour  faire  monter 
les  sacs  de  grain  à  l'étage  supérieur  par  la  force  du  moteur. 

16. 
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Il  consiste  en  un  rouleau  tenseur  que  l'on  appuie  contre 
l'un  des  brins  de  manière  à  tendre  la  courroie  (Pl.  XIII, 
fig.  201). 

Poulies  à  expansion.  —  La  jante  d'une  poulie  est  formée 
de  pièces  indépendantes  réunies  au  moyeu  par  des  rayons 
obliques  (Pl.  XIII,  fig.  202).  En  agissant  sur  ce  moyeu, 
on  fait  varier  l'obliquité  et  l'on  force  ainsi  les  jantes  à 
s'écarter  ou  à  se  rapprocher  du  centre.  Elles  dessinent  dès 
lors  un  profil  général  d'un  plus  ou  moins  grand  rayon  qui 
tend  ou  déten  1  la  courroie. 

Treuil  à  spirale.  —  On  monte  aux  deux  extrémités  du 
treuil  deux  disques  à  rainures  (Pl.  XIII,  fig.  2o3).  Elles 
forment  dans  l'un  des  rayons  cquidislants,  et  dans  l'autre 
une  spirale  d'Archimède.  On  réunit  ces  disques  par  des 
tiges  dont  l'ensemble  constitue  un  prisme  régulier  qui  ap- 
proche d'un  cylindre.  Les  rainures  rectilignes  permettent 
aux  tiges  de  s'éloigner  du  centre,  de  manière  à  faire  varier 
le  rayon  du  cyliudre  et  à  tendre  la  courroie.  Pour  produire 
cet  effet,  il  suffît  de  faire  tourner  sur  lui-même  le  disque  à 
spirale  d'un  certain  angle. Tous  les  rayons  vecteurs  augmen- 
tent alors  d'une  même  quantité,  ce  qui  force  les  liges  à 
s'éloigner  également  du  centre  sans  cesser  de  former  par 
leur  ensemble  un  cylindre  de  révolution. 

»  1 

237.  Transport  des  courroies.  —  Le  second  mode  con- 
siste à  faire  passer  la  courroie  d'une  poulie  sur  une  autre, 
ce  qui  permet  de  faire  varier  à  volonté  son  action  sur  le 
mécanisme.  On  emploie  pour  cela  une  fourche  rfem- 
brayage,  entre  les  branches  de  laquelle  est  engagée  la  cour- 
roie (Pl.  XIII,  Jig.  2<>4).  11  suffira  de  faire  basculer  la 
fourchette  pour  la  transporter  de  sa  poulie  sur  la  poulie  voi- 
sine. Il  est  nécessaire  pour  cela  d'agir  sur  le  brin  qui  arrive 
et  non  sur  celui  qui  quitte  la  poulie. 

Mise  en  marche,  arrêt, —  On  dispose  sur  un  arbre  deux 
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poulies  calées,  et  en  regard,  sur  un  second,  une  poulie  folle 
et  une  calée.  La  communication  du  premier  arbre  aux  pou- 
lies de  l'autre  aura  toujours  lieu,  mais  elle  ne  se  transmettra 
à  cet  arbre  lui- môme  que  quand  elle  s'effectuera  par  l'in- 
termédiaire de  la  roue  calée. 

Il  y  a  avantage  à  monter  la  roue  folle  sur  l'arbre  moteur 
plutôt  que  sur  l'autre,  car,  après  le  débrayage,  la  courroie 
devient  alors  immobile,  et  Ton  évite  une  usure  et  un  dan- 
ger inutiles. 

Variation  du  sens  des  vitesses.  —  On  dispose  sur  un 
arbre  (Pl.  XIII,  Jtg.  2o5)  une  poulie  A  et  une  roue 
d'angle  P,  sur  un  manchon  concentri  4ue,  fou  sur  l'arbre, 
une  poulie  B  et  une  roue  d'angle  Q.  Enfin  les  roues  P  et  Q 
sont  mises  en  communication,  par  une' autre  R  montée  sur 
le  second  arbre.  En  faisant  passer  la  courroie  de  A  sur  B, 
on  transmettra  la  rotation  à  la  roue  R  par  l'intermédiaire 
de  P  ou  de  Q,  c'est-à-dire  dans  deux  sens  contraires. 

• 

Variation  du  rapport  des  vitesses.  —  Un  premier  moyen 
consiste  dans  l'emploi  d'arbres  creux  ou  manchons  fous  les 
uns  sur  les  autres  (Pl.  XIII,  fig.  206).  On  y  monte  à  une 
extrémité  des  poulies  égales  A,  B,  C, . . . ,  et  à  l'autre  des 
roues  inégales  P,  Q,  R,...,  engrenant  avec  d'autres  P',  Q', 
R',...,  calées  sur  le  second  arbre.  En  faisant  passer  la  cour- 
roie sur  A,  B,  C,. . .  successivement,  on  transmet  ainsi  le 

mouvement  avec  des  rapports  de  rayons  Variables  ^  »  ^> 

r 

—  %   •   •    •  • 

r'' 

Un  second  moyen  consiste  dans  l'emploi  de  fusées  com- 
plémentaires (Pl.  XIII,  fig,  207)  :  ce  sont  des  systèmes 
de  poulies  accolées  sur  chaque  arbre,  et  dont  les  rayons 
décroissent  en  progression  arithmétique.  Les  deux  fusées 
sont  pareilles,  mais  disposées  inversement.  De  cette  ma- 
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nière,  les  rayons  correspondants  ont  toujours  la  même 
somme,  et  nous  savons  que  cela  suffit  (218)  pour  que  la 
courroie  se  trouve  tendue  sur  toutes  les  paires  de  roues, 
lorsqu'on  l'y  dispose  suivant  les  tangentes  intérieures. 

Un  troisième  moyen  consiste  dans  l'emploi  de  cônes  com- 
plémentaires, c'est-à-dire  de  deux  cônes  égaux,  mais  dis- 
posés inversement.  De  cette  manière,  la  somme  des  rayons 
placés  en  regard  reste  encore  constante,  et  l'on  obtient  une 
variation  continue. 

On  pourrait  employer  de  même  des  fusées  dessinées  par 
un  prolil  quelconque,  mais  le  même  pour  les  deux  (218). 
Mais  ces  dispositifs  auraient  peu  d'intérêt,  car  il  est  sans 
importance  d'être  obligé  de  déplacer  plus  ou  moins  la  cour- 
roie pour  obtenir  le  rapport  voulu  des  rayons. 
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CHAPITRE  XV. 

DÉCLICS  ET  ENCLIQUETAGES. 


si. 

DÉCLANCHEM  EN  TS . 

238.  Les  déclics  sont  des  embrayages  qui,  au  lieu  de 
fonctionner  sous  la  main  du  mécanicien  et  à  sa  volonté, 
opèrent  d'eux-mêmes  des  changements  de  marclie  à  des  in- 
stants déterminés  et  périodiques.  Nous  en  distinguerons 
deux  genres  : 

Premier  genre. —  Déclanchcments. 

Second  genre.  —  Arbres  à  cames, 

Declanchemtnts. — Le  principe  des  arrêts  mérite  à  peine 
ce  nom  à  cause  de  sa  simplicité,  mais  il  est  d'autant  plus 
digne  de  remarque  pour  l'application.  Il  consiste  à  installer 
sur  une  pièce  mobile  un  taquet  qui,  arrivant  à  l'instant 
convenable  sur  l'organe  de  débrayage,  le  manœuvre  comme 
ferait  la  main  de  l'ouvrier. 

On  peut  aussi  inversement  installer  sur  une  pièce  mo- 
bile un  appareil  de  débrayage  ordinaire  qui  viendra  à  l'in- 
stant voulu  rencontrer  un  obstacle  fixe. 

Lorsque  Ton  a  besoin  de  faire  varier  l'instant  du  chan- 
gement, on  peut  s'y  prendre  de  deux  manières  :  en  premier 
lieu,  ménager  pour  le  taquet  mobile  une  série  de  trou?  sur 
la  tige  à  laquelle  on  l'adapte  ;  ou  mieux  encore,  assembler 
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la  pièce  qui  le  porlc  à  l'aide  d'un  écrou  mobile  sur  la  tige 
filetée  eu  vis. 

On  peut  aussi  inversement  employer  un  obstacle  fixe, 
mais  variable  à  volonté.  Ce  moyen  est  évidemment  préfé- 
rable, car  il  est  plus  commode  d'agir  sur  une  pièce  fixe  que 
sur  un  corps  en  mouvement.  Dans  le  tiroir  Farcot,  par 
exemple  (  Pl.  X/If,  fi  g.  208),  on  se  sert  d'une  came  d'ar- 
rêt de  forme  curviligne  que  l'on  fait  tourner  autour  d'un 
point  situé  sur  la  direction  de  la  lige.  L'instant  de  la  ren- 
contre vaiie  dès  lors  avec  la  longueur  de  celui  des  rayons 
vecteurs  que  l'on  place  dans  la  direction  de  la  lige. 

Si  l'on  veut  de  plus  faire  varier,  non  pas  l'instant  de 
l'arrêt,  mais  le  fait  même  de  l'arrêt  ou  du  libre  passage,  on 
introduit  un  butoir  en  translation  qui  présente  alternative- 
ment des  pleins  cl  des  vides.  C'est  le  principe  employé  dans 
le  métier  Jacquart.  L'arrêt  ou  liseuse  est  un  carton  perce 
de  files  parallèles  de  trous.  Un  peigne  de  petils  pistons  mo- 
biles vient  le  frapper  périodiquement  ;  les  uns  passent  au 
travers  des  trous  et  les  autres  sont  arrêtés  par  les  pleins.  A 
chaque  coup  du  peigne,  le  carton  s'est  déplacé  de  l'inter- 
valle de  deux  files  et  la  combinaison  change.  On  pcul  ainsi 
faire  varier  à  volonté  le  dessin  dans  le  lissage. 

Indiquons  par  quelques  exemples  le  parti  que  l'on  peut 
tirer  de  ces  principes  pour  la  construction  des  déclanche- 
inents. 

239.  Déclic  à  bascule.  —  Il  comprend  en  premier  lieu 
un  taquet  moteur  A  qui  tourne  constamment  dans  le  sens 
de  la  flèche  (Pl.  XUI,fig.  209).  Son  mouvement  se  com- 
munique au  loquet  B,  qui  reçoit  sur  un  cran  b  la  pression 
de  A  et  est  maintenu  cou  lie  lui  par  un  ressort  C  d'ailleurs 
sans  énergie.  Le  système  tournant  vient  à  un  certain  in- 
stant buter  contre  l'obstacle  D.  Le  loquet  ainsi  sollicité  à 
l'arrière  de  sa  charnière  se  soulève  et  ne  subit  plus  l'action 
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de  A .  Dès  lors  la  résistance  P  ramène  rapidement  en  arrière 
la  roue  E.  Le  loquet  quitte  donc  l'obstacle  le  ressort  C 
le  remet  en  position;  puis,  dans  la  suite  de  la  rotation,  le 
taquet  A  s'engage  de  nouveau  dans  le  cran  b,  et  tout  re- 
commence. 

210.  Déclic  de  la  cataracte.  —  Dans  la  machine  à  va- 
peur de  Cornouailles  on  se  sert,  pour  opérer  très- rapidement 
l'ouverture  des  soupapes,  du  système  suivant  (PL  XIII, 
Jig.  210).  Une  tige  A  est  remontée  par  la  cataracte  régula- 
trice (258).  Elle  vient  au  moment  voulu  soulever,  par  un 
de  ses  taquets,  le  levier  B.  Le  secteur  C,  n'étant  plus  alors 
maintenu  par  le  cran  bascule  rapidement  sous  l'influence 
du  poids  P,  et  ce  mouvement  se  communique  à  la  soupape 
qui  se  trouve  soulevée  de  son  siège.  Pour  la  refermer  et 
réamorcer  le  déclic,  on  se  sert  d'une  poutrelle  D,  qui,  en 
descendant  par  le  jeu  de  la  machine,  rencontre  l'appen- 
dice c  du  secteur  qui  se  trouve  alors  à  peu  près  horizontal, 
et  qu'elle  remet  dans  sa  position  verticale,  en  fermant  la 
soupape.  Lorsqu'cnsuitc  la  tige  A  s'est  abaissée  suffisam- 
ment, le  levier  B  retombe,  et,  la  poutrelle  pouvant  alors 
remonter  sans  inconvénient,  tout  le  système  se  retrouve 
dam  l'étal  initial. 

241 .  Sonnette  du  mouton.  —  Pour  battre  les  pilotis,  on 
emploie  un  corps  lourd  appelé  mouton,  qu'on  élève  jus- 
qu'à une  certaine  hauteur  pour  le  laisser  alors  retomber 
par  son  poids.  L'organe  qui  opère  ce  déclanchement  est  la 
sonnette  (PL  XIII,  Jig.  an).  Il  renferme  une  espèce  de 
paire  de  ciseaux  qu'un  ressort  en  cœur  écarte  à  la  partie 
supérieure,  de  manière  à  resserrer  les  branches  inférieures 
pour  saisir  le  boulon  de  la  lige  du  mouton.  A  un  certain 
instant  de  l'élévation,  la  partie  supérieure  des  ciseaux  s'en- 
gage dans  un  vide  pratiqué  dans  un  bâti  Cxe  et  trop  étroit 
pour  elle.  La  force  du  ressort  est  facilement  surmontée,  les 
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branches  se  rapprochent  vers  le  haut,  s'écartent  dans  le 
bas,  et  le  mouton  retombe. 

242.  Parachute  Fontaine.  —  Pour  prévenir  la  chute 
des  bennes  dans  les  puits  de  mine  en  cas  de  rupture  du 
câble,  on  les  relie  a  ce  dernier  par  l'intermédiaire  d'un 
ressort  qui,  dans  l'état  naturel,  présente  une  largeur  plus 
grande  que  lorfqu'il  subit  l'action  du  poids  soulevé 
(PL  Xlîlt  fîg.  ai 2).  D'après  cela,  les  pointes  dont  il  est 
armé  peuvent  passer  dans  le  eu  vêlage  du  puits  tant  que 
la  benne  reste  suspendue;  mais  si  elle  devient  libre  dans 
l'espace  par  suite  d'une  rupture  de  câble,  le  ressort  reprend 
sa  largeur  trop  grande,  et  les  pointes  se  piquant  daus  les 
boiseries,  la  benne  reste  suspendue  dans  le  puits. 


ARBRES  A  CAMES. 

243.  (Jn  autre  moyen  fort  simple,  pour  obtenir  un  chan- 
gement spontané  de  mouvement,  consiste  à  employer  un 
profil  en  rapport  avec  la  transmission  que  1  on  veut  réaliser 
et  pendant  l'intervalle  pour  lequel  on  veut  la  réaliser,  puis 
à  supprimer  ce  profil  à  partir  du  point  où  la  transmission 
doit  cesser. 

Ce  principe  fournit  les  arbres  à  cames  employés  d'ordi- 
naire à  *oulevcr  un  corps  pesant  jusqu'à  l'extrémité  des 
profils,  après.quoi  la  pesanteur  ramène  ce  corps  jusqu'à  ce 
qu'un  nouvel  appendice  recommence  le  même  office.  U 
peut,  du  reste,  se  présenter  trois  cas  suivant  la  nature  des 
mouvements  transmis. 

Deux  translations.  —  Cette  combinaison  se  rencontre 
dans  le  coin  fie  soulèvement  ou  plan  incliné,  et  la  cné- 
maillère  à  rocliet,  que  Ton  dispose  parfois  en  crémaillère 
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circulaire  à  rocher,  pour  obtenir  un  mouvement  progres- 
sif (PL  XI 11,  fig.  2i3). 

Le  mouvement  relatif  de  la  tige  par  rapport  au  coin  est 
un  glissement  sur  la  pente  de  ce  dernier.  On  sait  qu'il  s'ob- 
tiendra par  la  composition  des  deux  translations,  après 
avoir  changé  le  sens  de  Tune  d'elles  (XXI).  Or,  deux 
translations  se  composent  par  leur  parallélogramme  (XIV), 
qui  sera  ici  rectangle.  Si  donc  i  désigne  l'angle  du  coin,  on 
aura,  pour  le  rapport  des  vitesses  de  transmission, 

£  =  tangi, 

et  pour  la  vitesse  de  glissement 

V  =  =  ~ 

SI  11  I 

• 

2i4.  Translation  et  rotation.  —  Cette  combinaison  se 
présente  daus  les  pilons  de  bocards. 

La  transmission  ne  différant  pas  au  fond  d'une  crémail- 
lère, il  suffit  de  trouver  les  éléments  de  cette  dernière  à 
chaque  instant  (PL  111,  Jig.  5o).  On  sait  pour  cela  que  la 
normale  commune  TN  passe  par  le  point  de  contact  du 
cercle  et  de  la  droite  primitive  (75).  De  plus,  le  rayon  de  ce 
point  de  contact,  étant  perpendiculaire  à  la  tangente,  s'ob- 
tiendra en  menant  0£ï  normalement  à  la  translation.  Ce 
point  de  contact  est  donc  N.  Mais  il  y  a  roulement  entre  le 
cercle  et  la  droite  primitifs,  c'est-à-dire  vitesse  commune 
en  N.  On  a  par  conséquent 

Ainsi,  le  rapport  des  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
est  marqué  par  la  distance  du  centre  de  rotation  à  la  nor- 
male commune  comptée  perpendiculairement  à  la  transla- 
tion. 

Comme,  du  reste,  le  centre  instantané  du  mouvement 
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relatif  est  en  N,  la  vitesse  de  glissement,  c'est-à-dire  celle 
du  point  de  contact  T,  sera  (  VIII  ) 

V  =  w.NT. 

243.  Deux  rotations.  —  Cette  combinaison  se  présente 
dans  les  marteaux  frontaux,  allemand*,  ou  à  bascule, 
ainsi  que  dans  la  cisaille  et  dans  la  presse  à  excentrique 
circulaire  (Pl.  111,  Jîg.  36). 

Comme  la  transmission  ne  ditïere  pas  au  fond  de  celle 
d'un  engrenage  (83),  il  nous  suffira  encore  d'en  trouver  les 
rayons  primitifs  (Pl.  111,  Jig.  5o).  Or,  la  normale  com- 
mune TN  passe  (75)  par  le  point  de  contact  des  cercles  pri- 
mitifs, et,  comme  ce  point  est  également  situé  sur  la  ligne 
des  centres  00',  il  se  trouvera  en  N.  Les  rayons  seront  ON, 
ON',  et  l'on  aura  (3) 

»'  —  ON  * 
• 

Les  vitesses  angulaires  sont  ainsi  en  raison  inverse  des 
segments  interceptés  sur  la  ligne  des  centres  par  la  nor- 
male commune.  On  peut  ajouter  que  les  rota  lions  sont  de 
mêmes  sens  ou  de  sens  opposés,  suivant  que  cette  intersec- 
tion se  trouve  en  dehors  ou  en  dedans  de  l'intervalle  des 
centres. 

Comme  d'ailleurs  le  centre  instantané  du  mouvement 

■ 

relatif  se  trouve  en  N,  et  que  la  vitesse  angulaire  de  ce 
mouvement  est  a>  ±  «'  (XVI),  on  aura,  pour  la  vitesse 
de  glissement  qui  est  celle  <hi  point  T, 

V  =  (W±W')NT. 

§  m. 

ENCLIQUETAGES. 

246.  Les  encliquetages  sont  des  embrayages  dont  l'ac- 
tion s'exerce  d'elle-même  et  incessamment  pour  prévenir 
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tout  retour  en  arrière,  en  permettant  le  mouvement  en 

■ 

avant. 

Les  pièces  de  machines  sont  toujours  des  systèmes  à  liai- 
son complète,  attendu  qu'en  raison  des  guides  la  direction 
de  chaque  point  se  trouve  déterminée.  Pour  les  pièces  mu- 
nies d'eucliquetages,  la  restriction  devient  encore  plus  par- 
ticulière, et  un  seul  sens  de  mouvement  reste  possible  sur 
celte  direction. 

1  Nous  distinguerons  deux  genres  d'encliquetages. 
Premier  genre. —  Encliquetagcs  à  rocket.  . 
Second  genre.  —  Encliquetagcs  par  arc-boutement. 

Les  premiers  emploient  un  rochet,  ou  roue  à  dents  ai- 
guës, qu'il  faut  bien  se  garder  de  confondre  avec  des  roues 
d'engrenage.  Un  doigt  ou  pied-de-biche  joue  autour  d'une 
charnière  fixe  et  vient  engager  son  extrémité  dans  l'angle 
de  deux  dents.  Par  là,  il  empêche  la  roue  de  tourner  de 
son  côté,  mais  il  ne  s'oppose  pas  au  mouvement  en  sens 
contraire. 

Ces  encliquetagcs  présentent  le  défaut  du  temps  perdu 
que  la  roue  emploie  à  revenir  en  arrière,  jusqu'à  ce  que  le 
doigt,  abandonné  en  un  point  quelconque  de  la  surface 
d'une  dent,  en  ait  atteint  le  fond.  L'inconvénient  ne  réside 
pas.  bien  entendu,  dans  la  valeur  industrielle  de  ce  temps 
perdu;  il  consiste  en  ce  que  le  mécanisme  peut,  sous  l'in- 
fluence de  forces  intenses,  acquéiir  dans  ce  petit  espace  une 
force  vive  sensible  et  capable  d'amener  un  choc  désastreux 
pour  le  pied-de-bichc. 

Ce  défaut  n'existe  plus  pour  les  encliquetages  fondés  sur 
l'arc-bou tentent.  On  appelle  ainsi  une  propriété  du  frotte- 
ment qui  apporte  dans  certaines  circonstances  une  entrave 
absolue  au  mouvement.  Nous  ne  pourrou  étudier  conve- 
nablement ce  second  genre  que  lorsque  nous  aurons  exposé 
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les  lois  du  frottement  (371).  Je  me  contenterai  de  décrire 
ici  les  encliquctagcs  à  rochet. 

2(7.  Rochets. — J'indiquerai  d'abord  les  rocliclsà  simple 
effet,  c'est-à-dire  ceux  qui  ne  transmettent  de  mouvement 
que  pour  un  seul  des  deux  sens  qu'ils  peuvent  prendre  eux- 
mêmes. 

Clef  B  règne  t.  —  La  clef  de  montre  de  Brcguet  ren- 
ferme un  encliquetage  au  moyen  duquel  la  main,  en  tour- 
nant alternativement  dans  les  deux  sens,  ne  fait  marcher 
le  remontage  que  d'un  seul  côté  (Pl.  XIII,  Jîg.  a  M). 

Levier  d  encliquetage.  —  Pour  élever  les  pierres  de 
taille  dans  les  sapines  aux  abords  des  grandes  constructions 
(Pl.  XIII,  fig.  ai5),  on  emploie  un  treuil;  et  pour  sou- 
lager les  hommes,  en  les  dispensant  de  maintenir  inces- 
samment le  poids  à  la  hauteur  gagnée  par  leurs  efforts  suc- 
cessifs, on  y  adapte  un  encliquetage  à  deux  pieds-de-biche. 
L'un  A  communique  le  mouvement  descendant  du  levier, 
au  rochet;  l'autre  B  empêche  le  retour  du  rochet  quand  on 
relève  la  barre. 

Remontage  des  chronomètres.  —  Un  chronomètre  se 
compose  essentiellement  d'un  ressort  moteur  et  d'un  en- 
semble de  rouages  qu'on  appelle  le  mouvement.  Le  ressort, 
en  se  débandant,  entraine  le  mouvement  dans  un  sens.  Il 
semble  donc  qu'en  le  remontant  on  ramènera  les  rouages  en 
sens  contraire.  On  évite  celte  difficulté  par  l'emploi  d'un 
encliquetage  (Pl.  XI  F,  fig.  216). 

Le  ressort  ou  son  carrelet  A  est  lié  à  un  rochet  B,  et 
celui-ci  commande,  à  l'aide  des  doigts  C,  C,  la  première 
roue  D  du  mécanisme.  Si  I  on  remonte  A  en  sens  contraire, 
le  rochet  B  le  suit,  mais  le  doigt  C  n'est  plus  entraîné,  et 
les  moindres  résistances,  ou  si  l'on  veut  un  doigt  inverse, 
maintiennent  le  mécanisme  B',  C,  D. 


Digitized  by  Goog 


DÉCLICS  ET  ENCLIQUETAGES.  255 

Il  reste  cependant  une  difficulté  relative  au  temps  perdu 
par  celte  opération,  pendant  lequel  le  mécanisme  n'est  plus 
en  relation  avec  le  moteur,  ce  qui  occasionnerait  une  erreur 
importante  dans  les  indications  de  l'appareil.  On  la  lève 
par  l'introduction  d'un  second  encliqueiage  et  du  ressort 
d'entretien. 

Le  rochet  B'  est  fou  sur  l'arbre  A.  Le  doigt  C,  monté 
sur  le  rochet  D,  l'entraîne  dans  la  marche  normale;  mais, 
à  l'instant  du  remontage  qui  manœuvre  B  en  sens  con- 
traire, le  doigt  C  ne  commande  plus  B',  qu'on  peut  aussi 
supposer  maintenu  par  un  doigt  inverse.  Or,  B'  se  trouve 
en  relation  avec  D  par  l'intermédiaire  du  ressort  d'entre- 
tien R,  de  sorte  que  cette  roue  D  se  trouve  encore  sollicitée 
par  la  tension  du  ressort  à  continuer  sa  marche. 

Encliquetagc  muet.  — Pour  éviter  le  ferraillement  dû 
au  mouvement  indépendant  des  doigts,  sous  l'action  de  res- 
sorts ou  de  leur  poids,  on  a  proposé  de  les  manœuvrer 
directement  de  la  manière  suivante  (Pl.  XIV,  f> g.  217). 

Le  levier  A  porte  une  tringle  B  qui  dégage,  quand  on 
agit  vers  le  haut,  le  doigt  C  autour  de  sa  charnière  c;  puis 
rencontrant  le  taquet  d,  il  agit  sur  le  bras  D  et  le  fait  tour- 
ner à  gauche  sans  la  roue.  Ramenant  le  levier  A  vers  le 
bas,  on  abaisse  le  doigt  et  on  l'engage  dans  les  dents.  Le 
levier  rencontre  le  taquet  d',  pousse  le  bras  D  vers  la  droite 
et,  par  l'intermédiaire  du  doigt,  la  roue  elle-même.  De 
cette  manière,  il  n'y  a  transmission  que  dans  un  sens,  et 
le  doigt  moteur  n'agit  jamais  par  choc. 

» 

248.  Dans  les  encliquetages  à  double  effet,  les  deux  sens 
du  mouvement  du  moteur  transmettent  un  môme  sens  de 
déplacement  au  mécanisme. 

Levier  de  La  Garousse.  —  Le  levier  porte  deux  pieds- 
de-biche,  et,  dans  chacune  de  ses  oscillations,  l'un  de  ces 


Digitized  by  Google 


356  ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE   DES  MÉCANISMES. 

doigts  pousse  le  roche t  à  gauche,  le  second  revenant  libre- 
ment vers  la  droite  (Pl.  XIV,  fig.  ai  8). 

E  n  cliquet  a  go.  \à  crémaillère.  —  C'est  le  même  système 
dans  lequel  on  remplace  la  rotaliotrd'une  n  ue  par  la  trans- 
lation d'une  crémaillère  à  rochet  (Pl.  XIT  ,Jig.  219). 
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CHAPITRE  XVI. 

RÉGULATEURS  DE  DESTRUCTION. 


•  §1- 

I 

GÉNÉRALITÉS. 

249.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  de  régula- 
teurs les  appareils  accessoires  destinés  à  mettre  la  marche 
d'une  machine  à  l'abri  des  causes  accidentelles  de  varia- 
tion (XXVI). 

On  sait  par  le  théorème  du  travail  que  l'accroissement 
de  la  demi-force  vive  est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
travaux  développés,  molcurs  ou  résistants.  Les  variations 
accidentelles  qui*  s'écartent  de  la  marche  normale  provien- 
nent donc  de  variations  correspondantes  du  travail,  de  la 
part  du  récepteur  ou  de  l'opérateur.  On  voit  par  là  que 
c'est  sur  le  travail  lui-même  qu'il  faudra  faire  porter 
l'action  régularisante  pour  iniluencer  la  marche  de 
l'appareil. 

Les  régulateurs  se  rangeront,  d'après  cela,  en  trois  caté- 
gories bien  distinctes.  Dans  la  première,  ils  détruisent  en 
pure  perle  l'excédant  nuisible  de  travail  moteur  en  mettant 
én  jeu  une  résistance  passive.  Outre  l'inconvénient  de 
laisser  perdre  ainsi  une  valeur  industrielle  telle  que  le  tra- 
vail, et  celui  de  faire  intervenir  pour  cela  uue  influence  qui 
est  plus  ou  moins  désorganisa trice  pour  la  machine,  ces 
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régulateurs  présentent  le  défaut  grave  de  ne  remplir  qu'à 
moitié  le  but  auquel  ils  sont  destinés.  On  peut  en  effet,  par 
leur  moyen,  faire  cesser  une  accélération  anormale  eu  atté- 
nuant le  travail  moteur,  mais  on  ne  saurait  remédier  à  un 
ralentissement  lorsque  l'action  motrice  se  trouve  en  déficit 
par  rapport  au  travail  résistant. 

Les  appareils  de  la  seconde  catégorie  emmagasinent  et 
mettent  en  réserve  l'excédant  de  travail  moteur,  au  lieu  de 
le  détruire  purement  -et  simplement.  Dans  les  périodes 
d'accélération,  on  supprime  ainsi  l'effet  en  faisant  dispa- 
raître momentanément  sa  cause;; et  aux  époques  de  ralen- 
tissement, on  supplée  à  la  défaillance  du  moteur  en  em- 
pruntant, pour  lui  venir  en  aide,  une  partie  du  travail  qui 
a  été  préalablement  économisé.  Il  est  inutile,  d'après  cela, 
d'insister  sur  la  supériorité  que  ces  régulateurs  présentent 
en  principe  sur  les  précédents. 

Les  appareils  de  la  troisième  catégorie,  que  nous  appel- 
lerons modérateurs ,  modifient  la  production  du  travail 
dans  sa  source  même.  Us  agissent  sur  le  récepteur  comme 
le  ferait  l'action  intelligente  d'un  mécanicien  continuelle- 
ment attentif  au  jeu  de  la  machine.  Leur  fonction  est  d'ac- 
tiver la  production  du  travail  moteur  dans  les  phases  de 
ralentissement  et  de  la  modérer  en  cas  d'accélération. 

Nous  diviserons,  d'après  cela,  de  la  manière  suivante 
l'étude  des  régulateurs  : 

Première  catégorie.  —  Destruction  du  travail. 

Deuxième  catégorie.  —  Emmagasinement  du  travail. 

Troisième  catégorie.—  Modération. 

2o0.  Destruction  du  travail.  —  Les  régulateurs  qui 
procèdent  par  destruction  du  travail  moteur,  en  faisant 
intervenir  une  résistance  passive,  se  classeront  d'après  la 
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nature  de  cette  résistance.  Nous  établirons  ainsi  les  genres 
suivants  :  , 

Premier  genre.  —  Choc.  —  Échappements. 

Deuxième  genre.  —  Frottement.  — Freins. 

Troisième  genre.  —  Étranglement  des  liquides. —  06- 
turateurs. 

Quatrième  genre. —  Résistance  des  milieux.  —  Régu- 
lateurs aériens. 

§11. 

ÉCHAPPEMENTS. 

251.  Les  échappements  sont  les  appareils  qui  détruisent 
en  pure  perle  le  travail  par  l'intervention  du  choc.  Ce  phé- 
nomène doit  être  autant  que  possible  banni  des  machines, 
car  il  tend  rapidement  à  leur  dislocation  lorsque  les  efforts 
mis  en  jeu  prennent  quelque  intensité.  Aussi  les  appa- 
reils de  ce  genre  ne  sont-ils  guère  employés  que  pour  l'hor- 
logerie. En  revanche,  cet  art  a  introduit  un  nombre  con- 
sidérable d'échappements  dont  la  description  sufGt  à  former 
des  traités  spéciaux.  Comme  elle  n'a  d'ailleurs  avec  l'étude 
des  machines  qu'une  relation  éloignée,  je  me  contenterai 
de  décrire  ici  ceux  de  ces  organes  qui  sont  le  plus  em- 
ployés. 

Le  problème  de  l'horlogerie  consiste  à  produire  un  mou- 
vement uniforme  ou,  plus  exactement,  un  mouvement  pé- 
riodique, avec  un  cycle  suffisamment  restreint  pour  que 
la  succession  des  phases  semblables  puisse  servir  à  la  me- 
sure du  temps.  Il  faut,  bien  entendu,  pour  cela  un  moteur, 
qui  est  toujours  un  ressort  ou  un  poids.  Mais  comme  le 
mouvement  qu'il  produit  est  nécessairemeût  varié,  on  in- 
troduit dans  le  mécanisme  un  balancier  isochrone  sous 
forme  de  pendule  ou  de  spiral.  Cet  organe  manœuvre  l'é- 
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chappement,  c'est-à-dire  une  pièce  qui  vient  s'interposer  à 
des  intervalles  égaux  dans  le  mécanisme,  et  qui  le  réduit  à 
chaque  instant  au  repos  pour  le  laisser  chaque  fois  repartir 
sous  l'action  du  moteur.  On  obtient  de  cette  manière  la 
périodicité  voulue. 

On  distingue  d'après  cela  les  échappements  suivant  qu'ils 
sont  à  repos  ou  à  recul,  c'est-à-dire  que  leur  interposition 
arrête  simplement  la  marche  du  mécanisme  ou  le  ramène 
légèrement  en  arrière.  Il  semble  que  le  premier  mode  doive 
être  préférable  5  cependant  beaucoup  d'artistes  ont  employé 
les  échappements  à  recul. 

252.  Échappement  à  ancre.  —  L'échappement  de  Gra- 
ham  (Pl.  XIV y  fig.  220),  employé  dans  les  horloges  fixes, 
se  compose  essentiellement  d'une  roue  à  rochet  manœuvrée 
par  le  moteur  et  d'une  pièce  qui  présente  une  analogie  éloi- 
gnée avec  une  ancre,  et  qui  participe  aux  oscillations  du 
balancier.  On  la  relie  à  ce  dernier  au  moyen  d'une  tige  qui 
passe  entre  les  branches  d'une  fourchette  portée  par  le  ba- 
lancier. Ce  mode  de  connexion  présente,  en  effet,  l'avan- 
tage de  diminuer  les  frottements. 

Le  rochet  a  une  tendance  constante  à  s'avancer  dans  le 
même  sens,  mais  il  est  arrêté  par  l'enchevêtrement  des  deux 
pattes  de  l'ancre.  Celles-ci  sont  profilées  par  des  arcs  de 
cercle  décrits  autour  du  centre  d'oscillation  pour  que  l'é- 
chappement soit  à  repos,  car  toute  autre  courbe  provoque- 
rait un  recul  ou  laisserait  avancer  le  rochet.  Ce  centre 
d'oscillation  se  trouve  d'ailleurs  placé  à  l'intersection  des 
tangentes  menées  à  la  circonférence  du  rochet  par  les 
points  où  la  rencontrent  les  arcs  de  cercle  précédents.  De 
cette  manière,  l'action  du  rochet,  tangentielle  à  sa  circonfé- 
rence, s'exerco  normalement  au  profil  de  l'ancre. 

Quant  à  l'épaisseur  des  pattes  de  l'ancre,  elle  doit  être, 
sauf  un  léger  jeu,  la  moitié  du  pas  du  rochet.  Dans  ces 
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conditions,  l'oscillation  double  laisse  passer  une  dent.  Si 
donc  le  pendule  bat  la  seconde  et  que  le  roebet  doive  tour- 
ner en  une  minute,  il  faudra  lui  donner  trente  dents,  ce 
qui  se  fera  avec  la  règle  et  le  compas  en  inscrivant  le  pente- 
décagone  régulier. 

On  remarquera  les  fuyants  ou  plans,  inclines  qui  tron- 
quent les  extrémités  des  pattes.  Leur  but  est  de  permettre, 
pendant  une  faible  partie  de  l'oscillation  de  l'ancre,  une 
action  oblique  du  rocbel,  c'est-à-dire  une  impulsion  du 
moteur  sur  le  pendule  pour  restituer  à  celui-ci  la  force  vive 
qu'il  perdrait  peu  à  peu  s'il  ne  recevait  aucune  action  mo- 
trice. On  dispose  les  fuyants  suivant  les  tangentes  d'un 
même  cercle  concentrique  à  l'ancre,  pour  que  les  bras  de 
levier  des  forces  d'impulsion  soient  les  mêmes.  L'usage  est 
d'ailleurs  de  leur  laisser  sous-tendre,  par  rapport  au  centre 
d'oscillation,  des  angles  de  2  à  3  degrés  seulement. 

2o3.  Échappement  à  cylindre.  —  L'écbappemcnt  à  cy- 
lindre employé  dans  les  montres  de  poche  se  déduit  du  pré- 
cédent en  supposant  que  l'ancre  n'embrasse  qu'une  seule 
dent  (Pl.  XI F ,  fiQ.  221  et  222).  Il  est  lui-même  à  repos,  car 
le  cylindre  est  circulaire.  Son  centre  est  encore  placé  à  l'in- 
tersection des  deux  tangentes  du  roebet.  Quant  aux  plans 
inclinés,  ils  sont  portés  par  les  dents  et  non  plus  par  la 
pièce  oscillante,  ce  qui  revient  du  reste  au  même.  Ajoutons 
enfin  que  l'oscillation  a  une  beaucoup  plus  grande  amplitude 
que  dans  l'écbappemcnt  à  ancre  :  elle  atteint  35o  degrés. 

254.  Échappement  à  chevilles.  —  11  se  compose  d'une 
sorte  de  roue  à  lanterne  et  d'une  pièce  oscillante  dont  le 
plan  est  antérieur,  mais  dont  les  pattes  s'enchevêtrent  suc- 
cessivement entre  les  chevilles  de  la  roue  (Pl.  XIV, 
Jig,  223).  Ces  pattes  sont  encore  formées  par  des  arcs  de 
cercle  décrits  autour  du  centre  d'oscillation  pour  que  l'é- 
chappement soit  à  repos.  Ce  système,  très- rapproché  de 
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celui  de  Graham,  en  diffère  surtout  en  ce  que  le  choc  se  fait 
sentir  sur  la  pièce  oscillante  toujours  dans  le  même  sens, 
et  non  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre,  ce  qui  tend 
à  déchausser  les  axes. 

- 

255.  Échappement  libre. — Ce  système,  employé  dans  les 
chronomètres  de  précision,  présente  sur  les  autres  uu#avan- 
tage  important.  Dans  les  appareils  précédents,  la  commu- 
nication subsiste  pendant  l'arrêt  entre  la  roue  de  marche 
et  le  balancier,  de  telle  sorte  que,  même  avec  les  échappe- 
ments à  repos,  les  irrégularités  du  moteur  peuvent  se  faire 
sentir  au  balancier  et  altérer  son  isochronisme.  Plusieurs 
artistes,  parmi  lesquels  on  doit  citer  Dutertre,  Ha renschaw, 
Arnold  et  Pierre  Leroy,  ont  travaillé  à  supprimer  cette  com- 
munication et  y  sont  parvenus  dans  l'échappement  libre 
(PLXir,fiS.*^). 

Le  moteur  imprime  à  la  roue  À  une  rotation  continue, 
et  le  balancier  au  taquet  B  une  oscillation  alternative  qui 
atteint  45o  degrés.  Entre  les  deux  se  trouve  un  système  de 
ressorts  formé  d'un  premier  assez  fort  C  et  d'un  autre  D 
très-faible  quand  on  l'abaisse,  et  que  toute  sa  longueur  pq 
peut  fléchir,  mais  suffisamment  rigide  quand  on  l'élève  et 
que  pr  seulement  entre  en  jeu  pour  soulever  le  premier 
ressort  C  à  l'aide  d'un  petit  cran  perpendiculaire  au  plan 
de  la  figure. 

Dans  ces  conditions,  lorsque  B  oscille  de  bas  en  haut,  il 
élève  les  ressorts,  et  le  rochet  entre  en  mouvement.  Dans 
l'oscillation  contraire,  B  passe  librement,  car  le  ressort  D 
est  sans  force  dans  ce  sens.  A  chaque  fois  que  le  cran  * 
laisse  passer  une  dent,  l'une  des  suivantes  vient  heurter 
légèrement  le  cran  (3  pour  restituer  de  la  force  vive  au 
taquet.  Sauf  cette  action  très-courte,  on  voit  que  le  moteur 
et  le  balancier  restent  sans  communication  pendant  toute 
la  période  d'arrêt. 
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S  m. 

FREINS. 

256.  Les  freins  sont  les  appareils  qui  détruisent  en  pure 
perte  le  travail  par  l'intervention  du  frottement.  Il  suffit, 
pour  constituer  un  frein,  de  mettre  en  contact,  avec  une 
certaine  pression  mutuelle,  un  corps  mobile  avec  un  corps 
fixe  ou,  plus  généralement,  avec  un  autre  corps  doué  par 
rapport  à  lui  d'un  mouvement  relatif  (385). 

Le  sabot  des  voitures  (Pl.  XIV,  fig.  2a5)  supprime  le 
roulement  d'une  roue  et  le  remplace  par  un  glissement  sur 
le  sol  (382). 

Le  frein  Laignel,  proposé  pour  les  chemins  de  fer,  sup- 
prime le  roulement  des  roues  en  soulevant  le  wagon  sui- 
des patins  qui  glissent  sur  le  rail  (Pl.  XIV,  fig.  226). 

Le  frein  des  moulins  à  vent  est  formé  d'une  pièce  de 
bois  fixe  que  Ton  appuie  à  volonté  contre  la  jante  d  une 
grande  roue  tournant  avec  le  mécanisme. 

Le  frein  Jlexiblese  compose  d'une  bande  fixe  de  tôle  que 
l'on  applique  à  la  circonférence  du  volant  et  que  l'on  serre 
au  moyen  d'un  levier  (Pl.  XIV,  fig.  227).  Ce  frein  est 
d'une  gran<J  puissance,  et  nous  en  verrons  plus  loin  la 
théorie  détaillée  (402). 

257.  La  manivelle  des  voilures  met  en  contact  avec  la 
jante  tournante  de  la  roue  une  pièce  qui  ne  participe  qu'à 
la  translation  du  châssis,  d'où  résulte  un  glissement  relatif 
des  deux  parties  (Pl.  XIV,  fig.  228). 

Le  frein  de  chemin  de  fer  ne  diflërc  du  précédent  qu'en 
ce  que  le  même  système  est  appliqué  à  toutes  les  roues  du 
wagon  porte-frein  (Pl.  XIV,  fig.  229). 
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§  iv. 

OBTURATEURS. 

258.  Les  obturateurs  sont  les  appareils  qui  détruisent  en 
pure  perle  le  travail  par  l'intervention  de  la  résistance  à 
l'écoulement  d'un  liquide  créée  par  un  étranglement  (^17). 

Le  cône  obturateur  est  un  cône  plein,  susceptible  de 
s'emboîter  dans  un  cône  creux  qui  sert  de  buse  d'écoule- 
ment. Si  on  le  rapproche  plus  ou  moins  de  l'oriGce,  il  ré- 
duit eu  proportion  la  section  d'écoulement.  Ces  cônes  se 
rencontrent  dans  l'injecleur  Giflard,  dans  les  tuyères,  les 
compteurs  à  gaz,  etc. 

La  cataracte  de  la  machine  de  Cornouailles  est  destinée 
à  réglementer  à  volonté  l'intervalle  de  l'ouverture  des  sou- 
papes. A  cet  effet,  la  tringle  qui  manoeuvre  leur  décl  a  riche- 
ment (210)  est  munie  d'un  piston  qui  presse  sur  l'eau  d'un 
petit  corps  de  pompe.  Celle-ci  s'écoule  par  un  ajutage  muni 
d'un  robinet  qui  étrangle  à  volonté  la  veine  de  manière  à 
régler  son  écoulement  et  l'abaissement  du  piston.  « 

259.  La  lampe  modérateur  est  formée  essentiellement 
d'un  corps  de  pompe  plein  d'huile  sur  laquelle  pèse  un  pis- 
ton pressé  contre  elle  par  l'interposition  d'un  ressort  qui 
s'appuie  sur  le  fond  supérieur.  Un  tube  traverse  le  piston 
et  s'élève  jusqu'au  bec,  l'huile  s'y  engage  sous  l'influence 
de  celle  pression.  Mais  il  est  évident  qu'au  commencement 
le  liquide  a  peu  de  hauteur  à  parcourir,  et  le  ressort  beau- 
coup de  force,  tandis  que  l'inverse  se  produit  à  la  lin.  De  là 
une  cause  d'irrégularité  à  laquelle  on  remédie  par  l'emploi 
d'un  obturateur  variable  (Pl.  XF,Jig.  23o). 

A  cet  effet,  la  gaine  A,  dans  laquelle  joue  le  tube  creux  B 
qui  descend  avec  le  piston,  renferme  dans  son  axe  une 


Digitized  by 


RÉGULATEURS  DE  DESTRUCTION.  265 

tige  C.  Le  tube  B  s7 en  trouve  encombré  dans  toute  sa  lon- 
gueur, quand  il  est  en  haut,  puis  de  moins  en  moins  à 
mesure  qu'il  descend.  De  celle  manière,  la  résistance  auxi- 
liaire décroît  en  même  temps  que  la  résistance  utile  aug- 
mente, et  la  compensation  s'établit  d'une  manière  satis- 
faisante. 

260.  Vatmospheric  dock  est  un  petit  appareil  fort  éco- 
nomique employé  en  Angleterre  pour  obtenir  une  mesure 
grossière  du  temps,  telle  que  celle  que  fournissent  les  sa- 
bliers. Le  moteur  est  la  pesanteur,  et,  comme  elle  ne  donne 
pas  un  mouvement  uniforme,  on  régularise  la  descente  par 
la  résistance  à  l'écoulement  de  l'air  au  travers  d'un  corps 
poreux.. 

Le  système  se  compose  d'un  tube  de  verre  fermé  à  la 
lampe,  dans  lequel  se  trouve  un  aulre  tube  dont  les  deux 
extrémités  sont  garnies  de  bouchons  poreux  qui  laissent 
tamiser  l'air.  Un  index  de  mercure  descend  verticalement 
dans  l'intérieur.  Il  chasse  l'air  par  un  des  bouchons  et  l'as- 
pire par  l'autre.  Quand  il  a  parcouru  toute  la  hauteur,  on 
retourne  l'appareil  comme  un  sablier.  On  le  gradue,  du 
resle,  par  comparaison  avec  une  horloge. 

S  v. 

RÉGULATEURS  AÉRIENS. 

261.  Les  régulateurs  aériens  sont  les  appareils  qui  dé- 
truisent en  pure  perte  le  travail  par  l'intervention  de  la 
résistance  d'un  milieu  qui  est  toujours  l'air  atmosphé- 
rique. 

Le  parachute  des  aérostats  est  destiné  à  détruire  inces- 
samment le  travail  de  la  pesanteur  pour  rendre  à  peu  près 
uniforme  la  descente  de  l'aéronautc  (430).  Il  se  compose 
simplement  d'une  membrane  affectant  la  forme  d'un  im- 
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mense  parapluie  qui  se  déploie  de  lui-même  pendant  la 
chute,  et  auquel  la  nacelle  demeure  suspendue  par  un  sys- 
tème de  cordes  amarrées  à  son  sommet. 

Le  volant  à  ailettes  est  une  roue  à  palettes  qui  déplace 
F  air  par  sa  rotation.  Il  figure  dans  la  sonnerie  des  horloges 
pour  rendre  les  coups  équidistants  ou  le  mouvement  du 
mécanisme  de  sonnerie  uniforme.  On  le  trouve  aussi  dans 
les  anciens  tournebroches,  et  enfin,  sur  de  très-grandes 
dimensions,  dans  les  plans  automoteurs  pour  amortir  la 
descente  des  wagons  chargés.  . 
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CHAPITRE  XVII. 

RÉGULATEURS  D'EMMAGASINEMENT. 


si- 

CROISEMENT. 

262.  Les  régulateurs  qui  procèdent  par  emmagasine- 
ment  du  travail  se  classeront  suivant  le  principe  qui  sert  à 
cet  aménagement.  Nous  établirons  d'après  cela  les  genres 
suivants  : 

Premier  genre.  —  Croisement,  —  Manivelles  mul- 
tiples. 

Deuxième  genre.  —  Variation  du  bras  de  levier.  — 
Fusées. 

Troisième  genre.  — Inertie.  —  Volants. 
Quatrième  genre. —  Pesanteur.  —  Contre-poids. 
Cinquième  genre.  —  Élasticité.  —  Ressorts. 

* 

263.  Manivelles  multiples.  —  Un  principe  fort  simple 
de  régularisation  consiste,  lorsque  la  fonction  d'un  appa- 
reil périodique  est  irrégulière,  a  en  installer  plusieurs  dont 
les  périodes  ne  commencent  que  successivement.  11  s'établit 
par  là  une  compensation  entre  les  écarts  dus  à  chacun  d'eux 
en  particulier. 

Ce  principe  s'applique  notamment  à  la  conduite  des  ma- 
nivelles par  des  bielles.  On  considère  ordinairement  la 
bielle  comme  restant  parallèle  à  elle-même,  ou  en  d'autres 
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termes  on  néglige  son  obliquité,  qui  sera  faible  si  la  bielle 
est  d'une  certaine  longueur  par  rapport  au  bras  de  mani- 
velle. Cette  dernière  a  alors  deux  points  morts  aux  extré- 
mités du  diamètre  parallèle  à  la  bielle.  On  distingue,  d'après 
cela,  le  simple  effet  et  le  double  effet,  suivant  que  la  bielle, 
après  avoir  tiré  d'uu  point  mort  à  l'autre,  cesse  toute  action 
clans  la  seconde  moitié  de  la  circonférence,  ou  bien,  au 
contraire*  pousse  alors  le  bouton  comme  elle  l'avait  tiré 
dans  le  premier  demi-tour.  La  manivelle  à  double  effet  est 
évidemment  plus  régulière  que  l'autre;  et,  comme  nous  in- 
diquerons un  moyen  simple  de  changer  le  simple  effet  en 
double  effet  (278),  nous  pourrons,  pour  la  théorie  de  la 
régularisation,  nous  en  tenir  à  cette  dernière  hypothèse. 

On  a  employé  et  calculé  jusqu'ici  les  manivelles  doubles 
calées  à  angle  droit,  les  manivelles  triples  à  120  degrés,  les 
manivelles  quadruples  placées  aux  quatre  quadrants.  Je 
me  propose  d'établir  directement  la  théorie  pour  des  ma- 
nivelles de  m  bras  que  nous  supposerons,  bien  entendu, 
équidistants  ou  disposés  suivant  les  rayons  d'une  étoile  ré- 
gulière (l).  Quant  à  la  disposition  pratique  de  ces  mani- 
velles, elle  ne  saurait  offrir  de  difficulté  en  général,  puis- 
qu'on peut,  à  la  rigueur,  les  supposer  montées  sur  des 
arbres  distincts  mis  en  communication  par  des  roues  den- 
tées, si  l'on  ne  veut  pas  employer  m — 2  excentriques  (165), 
ou  couder  l'arbre  m — 2  fois  en  plaçant  des  manivelles 
libres  à  ses  deux  extrémités. 

264.  Remarquons  que  pour  faire  le  calcul  nous  pouvons 
supposer  tous  les  bras  situés  simultanément  d'un  même 
côté  du  diamètre  des  points  morts.  En  effet,  si  m  est  pair, 
il  existe  deux  bielles  aux  extrémités  de  chaque  diamètre,  et, 


(')  Théorie  des  manivelles  multiples,  par  J.-N.  Hato*  DE  la  GoCPlU.it**> 
Annales  des  Mines,  t.  III,  p.  57  ;  1863. 
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comme  elles  sont  de  sens  contraires,  on  peut  en  supprimer, 
par  la  pensée,  la  moitié  en  doublant  l'effort  des  autres.  Le 
moment  total  ne  subira  par  là  aucune  altération.  Si  m  est 
impair,  en  retournant  les  manivelles  qui  se  trouvent  d'un 
même  côté  des  points  morts,  on  les  dispose  suivant  les  bis- 
sectrices des  autres,  et  rien  ne  se  trouve  changé  par  là  à 
l'état  de  choses,  si  ce  n  est  que  l'angle  des  bras  adjacents  est 
réduit  à  moitié.  Nous  pouvons  donc  supposer  tous  ces  bras 
d'un  même  côté,  et  désigner  alors  par  n  leur  nombre  effec- 
tif, qui  sera  ^  ou  fit,  suivant  les  deux  cas  que  nous  venons 

d'envisager.  On  aura,  par  exemple,  pour  les  valeurs  les  plus 
simples  : 

m  =  i    ou      2       n  —  i 

4 

3    ou     6  3 

8  4 

5    ou    io  5 

Le  mouvement  est  essentiellement  périodique,  et  tout  le 
système  se  retrouvera  dans  des  conditions  identiques  après 

une  rotation  de  ^>  puisque  chaque  bras  se  sera  alors  substi- 
tué au  précédent.  Je  pourrai  donc  supposer  que  l'angle  de 
rotation  0,  compté  à  partir  du  point  mort  supérieur,  ne  varie 

que  de  zéro  à  ~  Dès  lors  aucune  manivelle  ne  franchira  le 

point  mort  inférieur,  et  la  difficulté  du  changement  de  sens 
sera  définitivement  écartée. 

265.  Si  nous  désignons  par  P  l'effort  total  transmis,  ou 
p 

par  -  la  traction  de  chaque  bielle  que  nous  supposons  con- 
s  tan  te,  le  moment  de  la  force  de  rang  À  sera 

-•rsin  (  Ô  -H  X  -V 
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el  par  suite  le  moment  total 


«  —  1 

Pr- 
it 


o 

Pour  évaluer  cette  somme,  posons  identiquement 
eos£e-t-(aX  H-i)  cos  j^G  4- (a  A  —  1) 

en  écrivant  cette  équation  pour  toutes  les  valeurs  de  À  et 
ajoutant,  il  vient 

n— 1 


n  —  1  n  — 


=2^»+<»*+o£]-2«»[«h-(»*-o£} 

o  o 

Mais  si  Ton  remarque  que  chacun  des  termes  d'une  des 
sommes  figure  avec  un  signe  contraire  dans  l'autre,  on  voit 
que  le  second  membre  se  réduit  aux  termes  extrêmes  de 
ces  deux  sommes,  c'est-à-dire  à 

-[•+<—•>£]-•"(• -ss) 

—  2 sin- sin   0  -h («  —  0  — 

=  2  sin  (  6  4-  —  }  =  2  cos  (  —  0  )  • 


Nous  avons  donc 

n  —  1 


2  « 
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ei  enfin  ,  x 

«  tJà  P 

n  sin  — 

266.  Cherchons  la  limite  M.  vers  laquelle  tend  M 
lorsque  n  s'accroit  indéfiniment.  Comme  la  formule  pré- 
cédente peut  s'écrire 

cos 

M=*Pr.  V 


-  rr.  7  -T— 

-  ^ 


on  reconnaît  que  le  dénominateur  tend  vers  l'unité  et  le 
numérateur  vers  cos0-,  mais  0  reste  compris  entre  zéro 
et  -,  qui  tend  lui-même  vers  zéro.  Le  numérateur  se  ré- 
duit donc  aussi  à  l'unité,  et  il  vient 
(a)  M00  =  -Pr=  0,6366190. . .  Pr. 

Cette  valeur  correspond,  dans  un  système  quelconque,  à 
l'angle  0O  déterminé  par  la  formule 


cos(e'-^)_». 

 — 

n  sin — 
in 


d'où  les  deux  valeurs 

/sinf; 

<3)  6„=^±arccos( 

\  in 

évidemment  symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  -  de  la  période.   ,  . 
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On  a    nap  pyp 

vu  <S}  liai  vAv* 

iiiijn_»   l j < j  11 1   ii.a  Lus 

nliic  miimlpç  * 

IL  ~   UIU9   .tIIII    Ml,3  • 

n  =  1 

^=39-32' 25* 

e;=i4o°27'  35" 

9 

I9°12'  o" 

7o°48'  0" 

3 

i4°36'  56" 

45°23;  4W 

4 

9°3i'55" 

35°  28'  5" 

5 

7°37'  10" 

28°22/  5o" 

207.  Je  désignerai  encore  par  M0  la  valeur  moyenne  du 
moment  total.  Remarquons  tout  d'abord  qu'elle  doit  être 
indépendante  de  n.  En  effet,  après  une  révolution,  comme 
chaque  bielle  est  revenue  à  sa  position  initiale,  on  a  obtenu 
le  même  travail  que  si  toutes  étaient  parties  du  point  mort, 
ne  formant  qu'une  seule  bielle  d'effort  P.  Donc  le  travail 
total  est  indépendant  de  w,  et,  comme  il  est  le  produit  du 
moment  moyen  par  2  7T,  il  en  est  de  même  de  ce  dernier. 

Il  suffit  donc  d'évaluer  M0  dans  un  cas  particulier,  par 
exemple  pour  n  =  00  ;  mais  alors  le  moment  total  est  con- 
stant et  égal,  par  cela  même,  à  sa  valeur  moyenne 

(4)  Mo=Mao=^Pr.  • 

L'angle  0O  qui  vient  d'être  calculé  (3)  fait  donc  connaître 
les  positions  pour  lesquelles  le  moment  total  atteint  sa 
valeur  moyenne. 

268.  Désignons  enfin  par  Mt,  Mt  le  minimum  et  le  maxi- 
mum du  moment  total,  et  par  0,,  0t,  les  positions  correspon- 
dantes. 

Le  minimum  de  M  (1)  correspond  au  plus  petit  cosinus 
ou  au  plus  grand  arc  ^  —  B,  c'est-à-dire  à  la  plus  petite 
valeur  de  0 

0i  =  o, 
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qui  indique  le  point  mon.  11  >icnt  alors 

Pr  tt 

(5)  M,  = — cotane —  • 

n  °2fl 

On  a,  par  exemple  : 

I  ff 

n  ~  i     -  rotang  —  =  o, ooooo 

?.  o,5oooo 

3  0,57735 

4  0.5986?. 

5  o,Gi554 

Le  maximum  correspond  au  plus  grand  cosinus  ou  au 
plus  petil  arc  en  valeur  absolue,  c'est-à-iiire  zéro,  si  zéro 
est  compris  dans  les  limites.  On  l'obtient,  <o  effet,  pour 
l'angle 

qui  correspond  à  la  bissectrice  de  l'angle  de  la  période.  11 
vient  alors 

(6)  M,  =  —  rosée—» 

n  7.  n 

On  a,  par  exemple  : 

I  ÎT 

n  =  1      -  coser  —  =  1 ,  ooooo 
n         ?  n 

2  0,707^ 

3  0,66666 

4  0,64873 

5  0,64721 

Le  rapport  du  minimum  au  maximum  sera 

M,  ir 
—  —  cos — , 
M,  -x  11 

et  l'irrégularité 

(7)  f_„=2Sin,_. 

18 
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On  a,  par  exemple  : 

n  —  1      2  sin*  7—  ~  1  00000 

4/1 

2  0,29290 

3  0,13398 

4  0,07612 

5  o, 04894 

On  reconnaît  par  là  que  la  régularisation  est  déjà  très- 
satisfaisante  avec  les  manivelles  triples. 

269.  Le  minimum  peut  être  mis  sous  la  forme 

b2/l 

Or,  Tare  est  moindre  que  la  tangente,  et  ils  tendent  en- 
semble vers  zéro.  On  aura  donc 

n  —  1 ,      minimum  minimorum  =  o , 

n  =  x ,    maximum  minimorum  =  MQ  =  -  Pr. 

77 

Le  maximum  peut  de  même  se  mettre  sous  la  forme 

ir 

Mj  =  M,. 

ék 

sin  — 

2/1 

Or,  Tare  est  supérieur  au  sinus,  et  ils  tendent  ensemble 
vers  zéro.  On  aura  donc 

«r=i,      maximum  maximorum  ats  Pr, 

n  —  a  ,    minimum  maximorum  =  M.  =  -  Pr. 

§  u. 

FUSÉES. 

270.  Lorsque  la  force  motrice  doit  subir  des  variations 
prévues  et  nuisibles,  si  elle  agit,  comme  c'est  le  cas  le  plus 
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lréqucnt,  sur  un  corps  tournant,  on  a  la  ressource  de  faire 
varier  en  raison  inverse  son  bras  de  levier.  Par  là  on  laisse 
constant  le  moment  de  la  force  dont  dépend  uniquement  le 
mouvement  de  rotation. 

Tambours  coniques.— Un  premier  moyen  consiste  dans 
l'emploi  d'un  tambour  conique  sur  lequel  s'enroulera  la 
corde  qui  exerce  l'action  motrice.  On  s'en  sert  dans  l'hor- 
logerie sous  le  nom  de  fusée  pour  contre-balancer  la  varia- 
tion de  l'action  du  ressort,  très-variable,  depuis  l'instant  où 
il  est  bandé  jusqu'à  celui  où  il  est  détendu. 

On  s'en  sert  également  pour  l'extraction  des  mines,  afin 
de  contre-balancer  la  variation  de  la  résistance  à  vaincre 
ou  du  poids  à  soulever,  qui  comprend,  outre  le  minerai,  la 
différence  des  portions  du  cable  qui  pendent  de  chaque 
côté  du  treuil,  différence  qui  peut  varier,  pour  un  sens 
déterminé,  de  zéro  au  double  de  la  profondeur  du  puits. 

Si  l'on  projette  le  système  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe,  on  obtient  la  figure  d'un  câble  de  grosseur  convenable 
qui  s'enroulerait  sur  lui-même.  Aussi  la  théorie  de  cet  appa- 
reil rentre-t-eile  complètement  dans  celle  du  suivant,  pour 
lequel  je  me  contenterai  de  la  développer. 

27  i .  Bobines.  —  On  rencontre  encore  dans  les  mêmes 
circonstances  les  bobines  sur  lesquelles  des  câbles  plats  s'en- 
roulent sur  eux-mêmes,  en  faisant  varier  à  chaque  instant, 
par  leur  épaisseur,  leur  bras  de  levier.  On  peut  d'ailleurs, 
comme  je  vais  le  faire  voir,  déterminer  les  éléments  de  l'ap- 
pareil de  manière  à  obtenir  la  meilleure  régularisation. 
Cette  analyse,  à  la  forme  près,  a  été  donnée  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Combes. 

Le  système  se  compose  de  deux  bobines  accolées,  sur 
lesquelles  l'enroulement  s'opère  en  sens  inverses.  Chacune 
d'elles  supporte  une  benne  de  poids  p,  dout  une  seule  ren- 
ferme une  charge  P,  et  de  plus  un  câble  dont  le  poids  total 

18. 
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est  q,  ou  le  poids  par  unité  de  longueur      en  désignant 

par  /  la  profondeur  du  puits.  L'enroulement  s'effectue  sui- 
vant une  spirale  d'Archimède,  puisque  le  rayon  augmente» 
chaque  tour  de  l'épaisseur  e  du  câble  : 

mais  l'inclinaison  de  la  courbe  sur  le  rayon  est  assez  faible 
pour  que  l'on  puisse  traiter  son  arc  élémentaire  comme  un 
arc  de  cercle  concentrique  et  l'évaluer  par  la  formule 

'    rJO  =r     -h  7^-  9'. 

o  4* 

JNous  considérerons  s  comme  représentant  la  portion  en- 
roulée à  partir  du  point  où  les  bennes  se  rencontrent,  eu 
commençant  à  cet  instant  l'évaluation  de  0.  p  désignera  dès 
lors  le  rayon  de  la  rencontre.  Si  nous  appelons  d'ailleurs, 
pour  plus  de  clarté,  n  le  nombre  variable  de  tours,  on 
pourra  remplacer  0  par  à  nu  et  écrire 

* 

s  =  2w/?p  irn'e. 

On  trouverait  de  même  pour  la  portion  déroulée  de  l'autre 
câble 

Nous  en  déduirons 

(l)  s  +  s'  m  4»r/'p,     s  —  s'  =  9 KH3t: 

Pour  connaître  le  nombre  de  tours  w,  qui  sépare  l'in- 
stant de  la  rencontre  du  commencement  de  I  opération, 
nous  remarquerons  que  les  bennes  étant  parties  des  deux 
extrémités  du  puits,  et  se  trouvant  aloi  s  à  la  même  hauteur, 
la  somme  des  espaces  parcourus  s  -+-  s'  doit  reproduire  la 
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profondeur  /  du  puits;  On  a  donc  (i) 

{2)  /  =  4*".p>  »i=j^-' 

Pour  connaître  d'ailleurs  la  profondeur  S  de  ce  point,  nous 
remarquerons  qu'elle  est  en  général  fournie  par  5,  et  qu'on 
aura  par  suite 

/  eP 

■ 

Formons  actuellement  l'expression  M  du  moment  résis- 
tant total.  D'un  côté,  nous  trouvons  la  benne  chargée  V-k-p 

et  une  longueur  S — s  de  câble  pesant  y  (S  —  5),  lu  tout 

appliqué  à  un  rayon  d'enroulement  p-\-ne\  de  l'autre, 
c'est-à-dire  avec  un  signe  contraire,  la  benne  vide  p  et  un 

poids  de  câble  2  (S  4-  s')  avec  un  bras  de  levier  p  —  ne. 
Il  vient  ainsi 

=  Pp  4-  (  P  4-  y>)  ne  4-  2  q-  S/nr—  J  (j  4-  5'  )  p  -  |  (  j  -  s'  )  /ic, 

ou,  en  substituant  les  valeurs  (1)  et  (3), 

M  -  P  p  =  jjP  -h  a  p+n)c  + g£ .  I  -  4  w  !  p'J  »  -  a  *  î  <  „». 

Lejprcmier  membre  représente  la  variation  subie  par  le 
moment  M  par  rapport  à  la  valeur  V  p  qu'il  prend  à  l'in- 
stant de  la  rencontre  pour  n  =  o.  En  la  désignant  par  A, 
nous  pourrons  écrire  simplement 

i  =  An  —  Bn*. 
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Celle  fonction  s'annule  pour 

ce  qui  permet  de  la  mettre  sous  la  forme 

Elle  change  de  signe  au  delà.  Comme  A  est  du  reste  nul 
avec  n,  il  s'ensuit  qu'entre  zéro  et  n0  il  atteint  un  maxi- 
mum A,  pour  une  certaine  valeur  nt  que  fournira  l'équa- 
tion  dérivée 

n\  —  3/t]  =  o, 

A,  =  — ~=  B/î*. 

3  y'S 

Nous  obtiendrons  d'après  cela  la  meilleure  régularisation, 
si  nous  déterminons  la  limite  extérieure  nt1  jusqu'à  laquelle 
nous  étendons  l'application  de  la  formule  de  manière  que 
la  valeur  correspondante  A,  soit  égale,  sauf  son  signe,  au 
maximum  As.  On  aura,  en  effet,  une  oscillation  égale  de 
part  et  d'autre,  c'est-à-dire  la  moindre  possible  en  valeur 
absolue  pour  une  amplitude  donnée.  De  là  l'équation 

~  B(*:~*î)n1:=:-iLB*il 

à  y/6 

remarquable  en  ce  que  tous  les  éléments  de  la  question  en 
disparaissent  d'eux-mêmes.  Il  reste 


2 

—  =  0. 


3^3 

Celte  équation  est  du  troisième  degré  et  n'admet  qu'une 
seule  racine  réelle 

*t  2 
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On  peut  déterminer  d'après  cela  l'instant  de  la  variation 
nulle  et  de  la  variation  maximum  en  fonction  de  l'ampli- 
tude totale  (2)  : 

2  OTT  p 

/*o  I  / 

y/3  ~   2  8  7T  p 

On  remarquera  que,  dans  ces  conditions,  la  variation  ex- 
trême dans  un  sens  correspond  à  la  moitié  de  l'intervalle 
qui  sépare  la  rencontre  de  la  variation  extrême  dans  l'autre 
sens,  ce  qui  donne  une  répartition  fort  simple  de  l'oscilla- 
tion. 

Il  reste  maintenant  à  déterminer  les  éléments  de  l'appa- 
reil de  manière  à  réaliser  ces  résultats.  Nous  aurons  pour 
cela,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  w0, 

Jt-Û  ' 

V  B  Bir'p' 

Si  l'on  remet  maintenant  pour  A  et  B  les  expressions  qu'ils 
représentent,  on  obtient  l'équation  bicarrée 

Elle  n'a  évidemment  qu'une  seule  racine  réelle  cl  positive 
qui  satisfera  à  la  question.  Connaissant  alors  le  rayon 
moyen  on  aura  ensuite,  pour  les  rayons  du  noyau  et  des 
joues  de  la  bobine, 

R<  =  p-«(e  =  p-A, 

On  voit,  par  l'équation  (4),  que  le  rayon  moyen  croît  comme 
la  racine  de  l'épaisseur  du  câble. 
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§  nr. 

VOLANTS. 

272.  Les  volants  sont  les  appareils  qui  emmagasinent  le 
travail  en  faisant  intervenir  l'inertie  d'une  masse  impor- 
tante. La  forée  vive  étant,  en  effet*  de  la  forme  mv*,  sa  demi- 
variation  élémentaire  sera  nwdv.  Si  doue  on  veut,  à  éga- 
lité de  travail  développé,  que  la  vitesse  donnée  v  varie  peu 
ou  que  dv  soit  faible,  il  suffit  d'augmenter  m,  c'est-à-dire 
d'ajouter  aux  masses  des  organes  proprement  dits,  calculées 
en  vue  de  leurs  fondions  respectives,  une  masse  addition- 
nelle qui  ne  joue  qu'un  rôle  de  présence  et  qu'on  appelle 
volant. 

Le  mouvement  d'un  volant  doit  être  nécessairement  pro- 
gressif, car,  s'il  était  alternatif,  sa  force  vive  serait  nulle 
aux  extrémités  de  la  course,  tandis  que  le  volant  doit  être,  , 
en  quelque  sorte,  un  réservoir  de  force  vive.  Le  mouvement 
rectiligne  ne  peut  donc  être  employé  pour  les  volants,  car 
il  est  nécessairement  limité  (').  Comme,  du  reste,  il  con- 
vient de  n'attribuer  à  une  masse  de  cette  importance  qu'un 
mouvement  simple,  le  eboix  se  trouve  circonscrit  à  la  seule 
rotation.  Ces  corps  tournants  sont  formés  parfois  de  boules 
situées  aux  extrémités  de  rayons,  comme  dans  les  treuils  de 
certains  puits  et  dans  les  presses  à  timbre  sec.  Mais  ce  sys- 
tème est  dangereux,  et  on  lui  préfère,  dans  la  presque  tota- 
lité des  cas,  la  forme  d'un  anneau  de  grand  rayon. 

Si  r  désigne  le  rayon  moyen  de  cet  anneau,  auquel  on 
peut,  pour  un  simple  aperçu,  supposer  condensée  toute  sa 


(')  On  doil  excepter  le  cos  des  trains  de  chemin  do  fer,  dont  la  courte 
peut  être  considérée  comme  illimitée.  Mais  dans  celte  circonstance  particu- 
lière la  masse  mobile  est  tellement  considérable,  qu'il  est  inutile  de  loi  en 
adjoindre  une  auxiliaire. 
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masse  m,  la  vilesse  sera  wr,  la  force  vive  mw* /•*,  et  son 
demi-accroissement  mr*(ûdb).  Considérant  encore  w  comme 
assigné  et  dtù  comme  devant  être  faible,  on  voit  qu'il  suffit 
d'augmenter  le  moment  d'inertie  mr*.  On  peut  pour  cela, 
en  premier  lieu,  disposer  de  la  masse.  Maison  augmente 
pnr  là  les  frais  de  construction,  on  rend  la  machine  en- 
combrante, on  développe  les  frottements,  enfin  l'on  ne  fait 
varier  le  moment  d'inertie  qu'en  raison  simple  de  m.  On 
exerce  plus  d'influence  en  augmentant  le  rayon  qui  figure 
par  son  carré  et  sans  aucun  des  inconvénients  précédents. 
Il  convient  pourtant  d'ajouter  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas, 
on  développe  dans  le  même  rapport  les  forces  centrifuges, 
c'est-à-dire  la  tendance  à  l'arrachement  des  bras. 

273.  Quant  à  la  position  dans  laquelle  il  convient  d'in- 
staller le  volant,  elle  n'est  pas  indifférente  si  l'appareil  est 
exposé  à  des  chocs  ou  variations  brusques  d'action  de  la 
part  du  moteur  ou  de  la  résistance.  Il  convient  alors  de  la 
placer  dans  l'ordre  des  transmissions  entre  la  cause  pertur- 
batrice et  le  mécanisme  que  l'on  veut  préserver  de  son  in- 
fluence. 

En  effet,  si  un  effort  additionnel  prend  brusquement 
naissance,  il  en  résulte  pour  tout  le  système  une  accéléra- 
tion générale.  D'après  cela,  l'effort  additionnel  peut  être 
décomposé  en  deux,  l'un  mesurant  la  force  que  le  volant 
doit  transmettre  à  l'appareil  pour  l'accélérer,  et  un  autre 
pour  accélérer  le  volant  lui-même.  Mais,  à  égalité  d'accé- 
lération, les  forces  sont  en  raison  inverse  des  masses,  et  s'il 
s'agit  de  corps  tournants,  des  moments  d'inertie.  Celui  du 
volant  est  considérable  par  rapport  au  reste  du  système. 
L'effort  transmis  au  mécanisme  proprement  dit  est  donc 
une  faible  fraction  de  la  force  additionnelle  en  question. 

On  peut  comparer  cette  influence  préservatrice  du  vo- 
lant sur  le  mécanisme,  à  l'égard  des  chocs,  à  celle  d'un 
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écran  sur  un  corps  pour  lequel  on  redoute  l'action  de  la 
chaleur.  Il  suffit  que4 chacun  d'eux  soit  interposé  entre  le 
corps  et  l'influence  dont  on  veut  le  préserver. 

274.  Manivelle  simple  a  simple  effet.  —  J'arrive  au 
calcul  du  moment  d'inertie  des  volants,  et,  pour  plus  de 
clarté,  je  l'expliquerai  d'abord  sur  un  exemple  que  j'em- 
prunterai aux  transmissions  par  bielle  et  manivelle.  Je 
choisirai  la  plus^simple  et  en  même  temps  la  plus  irrégu- 
lière, la  manivellcjsimple  à  simple  effet. 

Nous  supposerons  qu'une  bielle  exerce  l'effort  invariable 
P  pendant  la  moitié  de^la  course,  tandis  qu'une  résistance 
constante  Q  s'exerce  continuellement  à  un  rayon  Gxe  (J. 
Leurs  travaux  respectifs  seront  pour  un  tour  entier  2  Prêt 
Q.aîr^.  Comme  le  mouvement  doit  être  périodique,  il  ne 
doit  pas  y  avoir  au  bout  d'un  tour  de  variation  de  force  vive, 
ni  d'excédant  de  travail  dans  aucun  sens.  Nous  égalerons 
donc  les  expressions  précédentes,  ce  qui  donne 

Vr 
Q'/ 

Comme  c'est  le  moment  total  qui  règle  la  rotation,  le 
minimum  et  le  maximum  de  vitesse  auront  lieu  lorsque  le 
moment  moteur  commencera  ou  cessera  d'être  supérieur 
au  moment  résistant,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  seront  égaux. 
Nous  poserons  donc 

PrsinO  =  Q7, 

en  comptant  l'angle  de  rotation  0  à  partir  du  point  mort 
extrême,  ou,  d'après  la  relation  précédente, 

sinô  = 

ir 

On  déduit  de  là  deux  valeurs  supplémentaires  l'une  de 
l'autre, 

0'=  1 8°  33' 24", 
•"=161»  26*  36". 
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Je  désignerai  para/  la  vitesse  angulaire  rainima  et  par  w" 
la  vitesse  maxima  qui  correspondent  respectivement  à  la 
première  et  à  la  seconde  de  ces  positions. 

Soit  fl.  la  vitesse  moyenne  déduite  du  nombre  de  tours. 
Nous  admettrons,  suivant  une  approximation  bien  suffi- 
sante pour  une  détermination  de  cette  nature,  qu'elle  est  la 
moyenne  arithmétique  des  vitesses  limites, 

„       »'  -h  </' 

Nous  désignerons  en  outre  par  X  le  coefficient  de  régulari- 
sation, en  entendant  par  là  que  la  variation  extrême  &>" — »' 
de  la  vitesse  doit  être  une  fraction  \  de  la  vitesse  moyenne 

\Çi  =r  w' — w"; 

d'où 

— 

a 

Posons  actuellement  l'équation  de  la  force  vive  entre  les 
positions  0'  et  0".  La  force  vive  du  volant  proprement  dit 
est  Mto'R',  et  nous  opérerons  à  coup  sûr  en  passant  sous 
silence  le  reste  des  masses  en  mouvement,  car  nous  devons 
trouver  ainsi  pour  le  moment  d'inertie  une  valeur  un  peu 
plus  que  suffisante.  Le  demi-accroissement  de  force  vive 
sera,  par  suite, 

a  v 

* 

ou 

Le  travail  de  Q  aura  d'ailleurs  pour  valeur 
ou 
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puisque  $'  et  0"  sont  supplémentaires.  Enfin  le  travail  de  P, 
dont  la  direction  resle  constamment  celle  du  diamètre  des 
points  morts,  sera 

P(rcosÔ'  —  r  cosô") 

OU 

2pr  cosG'. 

Nous  aurons  donc 

\û»MR3=  aPr  £cosô'~  ?î  ^  —  6'^  J. 

Or,  le  rapport  ^  a  pour  valeur  ^»  d'après  la  première 

relation.  En  second  lieu,  aPr  est  le  travail  moteur  égal  au 
travail  résistant  pendant  un  tour  et  dont  je  représenterai 
la  valeur  commune  jiar  T.  Il  vient  d'après  cela 

>n'MR'=T(coS9'-i  +  ry. 

Si  l'on  remarque  enfin  que  la  parenthèse  est  un  coefficient 
purement  numérique  dont  la  valeur  est  o,552i,  on  aura 
définitivement 

Aa\MR3  =  o,552i.T, 

formule  qui  déterminera  le  moment  d'inertie  du  volant  MR* 
pour  un  degré  de  régularisation  1  en  fonction  de  la  vitesse 
et  de  la  puissance  de  la  machine. 

Si,  pour  rendre  celte  formule  plus  facilement  applicable, 
on  remplace  la  masse  par  le  poids  />, 

M='V 
S 

la  vitesse  angulaire  par  le  nombre  t  de  tours  par  minute, 
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le  travail  pour  un  lour  par  la  force  en  chevaux  <j, 


elle  deviendra,  tout  calcul  fait, 

wR'=  2222()5o  r^-- 

275.  Manivelle  multiple  a  double  effet.  —  La  marche 
à  suivre  pour  le  cas  d'une  manivelle  multiple  d'ordre  quel- 
conque ne  dill'ère  en  rien  de  la  précédente.  Il  faut  exprimer 
en  premier  lieu  la  condition  de  périodicité.  Le  travail  ré- 
sistant pendant  un  tour  est  encore  znQq.  Le  travail  mo- 
teur est  le  produit  du  moment  moyen  M0  [267,  (4)]  par  le 
déplacement  angulaire  2  7r.  On  a  donc 

Q7  =  M,=  -Pr. 

n 

L'égalité  du  moment  moteur  et  du  moment  résistant  sera 
de  même 

M  =  Qy, 

c'est-à-dire 

M  =  M.. 

Les  limites  de  vitesse  correspondent,  par  conséquent,  aux 
deux  valeurs  de  l'angle  0O  du  moment  moyen  [206,  (3)]  : 

sin  — 

9'  ==  arc  cos  I   

.  \  *_ 

in 

/  •  * 
/  sin  — 

*                 I       2"  \ 
&  =  h  arc  cos I    I* 

2/1  I  * 

\  a  n 
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symétriques,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué,  par 
rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  de  la  période. 

Posons  encore  l'équation  de  la  force  vive  entre  les  posi- 
tions 0'  et  0".  L'accroissement  de  la  demi-force  vive  sera 
comme  ci-dessus  (27i) 

AA'MR». 

Le  travail  de  la  résistance  aura  pour  valeur  le  produit  de 
son  moment  constant  Qq  par  le  déplacement  angulaire,  qui 

est  le  double  de  la  distance  de  Ôf  à  la  bissectrice  — >  c'est- 

2/î 

à- dire 

/  sin  — 

n  I  *n 

7.0  g  arc  cos  |   

ou  encore,  d'après  la  première  relation, 


Quant  au  travail  de  la  puissance,  il  sera 

r— -?v  x"-(-£M-s) 


in 

Pr 


/isin — 

2/1 


[*('-£)-*  ('-=)] 


2Pr     .   0" —  6' 

sin  cos 


.    te  2 
n  sin  — 
m 


/G" -M'  7T  \ 
\    a  2/ij 
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c'est-à-dire,  d'après  les  valeurs  de  6'  et  6", 
 sin  I  arc  cos  |  -  II 


L'équation  de  la  force  vive  sera  d'après  cela,  en  rempla- 
çant par  T  le  travail  total  pour  un  tour  4P''? 


"""•[v/©",~"" 


Si  l'on  fait  enfin  subir  à  cette  formule  la  même  transfor- 
mation qu'à  celle  du  problème  précédent,  il  viendra  défi- 
nitivement 

pK>  =  K.-2-, 

en  désignant,  pour  abréger,  par  K  le  coefficient  numé- 
rique 


K.  =  1281213 


[vW-"-(ï)]- 

On  aura,  par  exemple,  dans  lis  cas  les  plus  simples  : 

4*446 

3  8387 

4  5o57 

5  *587 

On  a  déjà  une  économie  décisive  avec  les  manivelles  triples. 
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276.  Méthode  graphique.  —  On  peut  suivre,  pour  la 
déterrai  lia  lion  du  moment  d'inertie  d'un  volant,  une  marche 
générale  fondée  sur  des  procédés  graphiques. 

A  cet  effet,  on  prendra  deux  axes  rectangulaires,  l'un  des 
abscisses  pour  représenter  les  espaces,  l'autre  des  ordon- 
nées pour  les  forces  langentielles,  c'est-à-dire  celles  qu'il 
suffit  de  multiplier  par  le  déplacement  pour  avoir  le  tra- 
vail [PI.  Ury  fig.  5i).  On  construira  ainsi  deux  courbes, 
l'une  pour  la  force  motrice,  l'autre  pour  la  résistance.  Le 
travail  de  chacune  de  ces  forces  est  l'aire  de  la  courbe  cor- 
respondante, car  l'aire  élémentaire  est  le  produit  de  l'or- 
donnée par  l'accroissement  d'abscisse  ou  de  la  force  tangen- 
tielle  par  le  déplacement  infiniment  petit. 

D'après  cela,  la  condition  de  périodicité  ou  d'égalité  du 
travail  au  bout  d'un  tour  s'exprimera  par  l'égalité  des  aires 
totales 

P,  PjM,  M,  =  Pt  P»R|  Rj, 

en  sous-en tendant  d'ailleurs  l'égalité  des  ordonnées  et  des 
inclinaisons  extrêmes  de  chaque  courbe  pour  que  la  fin 
d'une  période  soit  le  commencement  de  la  période  suivante. 

Le  minimum  et  le  maximum  de  vitesse  correspondront 
aux  instants  où  le  travail  résistant  cesse  d'être  prépondé- 
rant ou  bien  recommence  à  l'èire,  c'est-à-dire  pour  les  posi- 
tions Px  P'  et  P|  P*  que  fournissent  les  inlcrscctionsK/et  K" 
des  deux  courbes. 

Pour  déterminer  le  moment  d'inertie,  nous  poserons 
encore  l'équation  de  la  force  vive  entre  ces  deux  positions. 
Le  demi-accroissement  de  la  force  vive  sera,  comme  tou- 
jours, exprimé  par  XIl'MR'.  La  différence  des  deux  tra- 
vaux sera  d'ailleurs  dans  cet  intervalle  représentée  par 
l'aire  fermée  K'RK/'M.  Si  donc  T  désigne  le  travail  moteur 
ou  résistant  développé  pendant  la  période  et  représenté  par 
l'aire  totale  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  courbes,  par 
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exemple  P,PsM,Mj,  l'équation  sera 

%  „  K'RK'M 

xn-MR.  =  T.pTp7M-. 

11  suffira,  par  suite,  de  mesurer  ces  deux  aires  sur  l'épure 
et  de  substituer  leur  rapport  a.  Rien  n'empêche  d'ailleurs 
de  faire  subir  à  cette  formule  la  même  transformation  que 
dans  les  exemples  précédents,  ce  qui  l'amène  a  la  forme 
définitive 

CONTRE-POIDS. 

277.  Les  contre-poids  sont  les  appareils  qui  emmaga- 
sinent le  travail  par  l'intervention  de  la  pesanteur.  On  in- 
troduit à  cet  effet  des  masses  additionnelles  qui  ne  jouent 
qu'un  rôle  de  présence,  et  on  les  dispose  de  manière  à 
monter  pendant  la  tendance  à  l'accélération  et  à  descendre 
dans  le  cas  contraire.  On  développe  ainsi  un  travail  opposé 
à  l'excédant  qui  tend  à  se  produire. 

Il  est  inutile  d'ajouter  qu'on  ne  Jjcut,  par  ce  procédé, 
créer  ni  détruire  du  travail.  Le  contre-poids  finit  toujours 
par  s'élever  et  s'abaisser  des  mêmes  quantités.  On  ne  mo- 
difie que  la  répartition  du  travail. 

278.  Contre-poids  des  manivelles»  —  Pour  faire  fonc- 
tionner à  double  effet  une  bielle  qui  d'elle-même  agirait  à 
simple  effet  dans  le  sens  vertical,  et  de  haut  en  bas,  il  suffit 
de  placer  sur  le  prolongement  de  la  manivelle  un  contre- 
poids égal  à  la  moitié  de  la  force  qui  serait  avec  la  traction 
de  la  bielle  en  raison  inverse  des  deux  bras. 

En  effet,  son  moment,  et  par  suite  son  travail,*  seront  la 
moitié  de  ceux  de  la  bielle.  Le  travail  moteur  se  trouvera 
donc  réduit  à  moitié  pendant  la  descente  du  bouton  et  la 

'9 
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remontée  du  contre-poids.  Lorsque,  au  contraire,  la  bielle 
cesse  toute  action,  le  contre-poids  commence  «i  descendre  et 
développe  alors  un  travail  égal  à  celui  de  son  ascension.  On 
retrouve  donc  l'autre  moitié  du  travail  total,  qui  se  trouve 
ainsi  réparti  par  égale  portion  en  lie  les  deux  parties  de  la 
course. 

On  place  aussi  quelquefois  dans  les  manivelles  à  simple 
effet  un  conlre-poids  à  angle  droit  sur  le  bras,  de  manière 
qu'il  le  précède  dans  le  mouvement  de  rotation.  On  faci- 
lite par  là  le  passage  au  point  mort  supérieur  où  la  bielle 
recommence  son  action  et  on  le  ralentissement  est  excessif. 
A  la  vérité,  on  gene  d'autant  le  passage  au  point  mort  infé- 
rieur, mais  il  n'en  résulte  pas  d'inconvénient-,  car  la  vitesse 
est  à  ce  moment  assez  notable,  puisque  la  bielle  termine 
seulement  alors  son  action. 

On  a  soin  enfin,  dans  toute  manivelle,  d'établir  en  pro- 
longement de  son  bras  un  contre-poids  destiné  à  l'équilibrer 
pour  centrer  l'appareil  et  éviter  l'accélération  que  produi- 
rait sans  cela  la  pesanteur. 

279.  Contre-poids  des  machines  de  détente.  —  Les 
machines  à  vapeur  marchent  ordinairement  à  détente,  c'est- 
à-dire  qu'après  un  certain  parcoursdu  piston,  sous  la  pleine 
pression  de  la  chaudière,  on  ferme  l'admission  en  laissant 
seulement  la  vapeur  introduite  se  détendre  comme  un  res- 
sort. On  réalise  par  là  des  avantages  dont  nous  n'avons  pas 
à  nous  occuper  en  ce  moment,  mais  il  est  clair,  en  revanche, 
que  I  on  reud  l'action  motrice  assez  irrégulière. 

M.  Laboulaye  a  proposé  de  remédier  à  cel  inconvénient 
en  plaçant  à  angle  droit  sur  le  milieu  du  balancier  un  bras 
de  conlre-poids.  Dans  chaque  demi-course,  la  pleine  pres- 
sion est  employée  à  remonter  le  contre- poids  jusqu'au  point 
maximum  de  sa  course  circulaire,  après  quoi  il  redescend 
en  venant  en  aide  à  la  détente. 
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280.  Porit'/ei'is  à  flèche. —  Le  ponl-levis  est  un  sys- 
tème dans  lequel  le  travail  de  la  pesanteur  doit  être  inces- 
samment  détruit  par  un  contre-poids,  afin  que  Ton  n'ait  à 
lutter  que  contre  les  frottements  pour  pouvoir  relever  rapi- 
dement et  avec  peu  de  force  le  tablier  du  pont. 

Dans  un  premier  système,  on  relie  le  tablier  à  un  châssis 
supérieur  par  des  chaînes  disposées  sur  les  deux  côtés  du 
pont  (PL  À7  jjig.  23  1).  Ces  deux  corps  tournent  autour 
d'axes  horizontaux  O,  G\  Les  longueurs  OA,  O' A' sont 
égales,  et  de  plus  les  chaînes  AA'  sont  aussi  égales  à  la  dis- 
tance des  axes  OO',  de  telle  sorte  que  la  figure  conserve 
toujours  la  forme  d'un  parallélogramme,  et  que  le  châssis 
tourne  des  mêmes  angles  que  le  tablier. 

On  dispose, en  outre,  un  contre-poids  sur  la  partie  posté- 
rieure du  châssis  de  manière  que  les  droites  Og,  O'^',  qui 
joignent  les  axes  des  deux  pièces  à  leurs  centres  de  gravité 
respectifs,  soient  en  raison  inverse  de  leurs  poids  et  paral- 
lèles dans  une  position  donnée,  ce  qui  sullira,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire,  pour  qu'elles  le  soient  toujours. 
Dans  ces  conditions,  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  se 
trouvera  en  G  à  l'intersection  des  deux  droites  menées  par 
les  centres  de  rotation  et  par  les  centres  de  gravité.  On  a, 
en  effet,  par  hypothèse, 


en  second  lieu,  d'après  la  similitude  des  triangles  GO^, 
GO' g', 

d'où 

ce  qui  montre  que  G  est  le  centie  de  gravité.  On  a  en 

11* 
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outre 

GO  0A' 
-~.  =  — — >  =  const. 
GO'      O  g' 

D'après  cela,  le  centre  de  gravité"  qui  partage  dans  un  rap- 
port iixe  la  ligne  invariable  des  centres  de  rotation  est  lui- 
même  un  point  fixe,  el  la  pesanteur  n'effectue  aucun  tra- 
vail sur  l'ensemble. 

281 .  Pont-U  vis  de  Béh'rîor.  —  On  peut  employer  aussi 
un  rouleau  de  contre-poids  suspendu  à  l'extrémité  de 
chaînes  passées  sur  des  poulies  (Pl.  XV,  fig.  a3a).  On 
l'oblige  à  rouler  dans  une  courbe  que  l'on  déduit  de  celle 
qui  doit  être  décrite  par  son  centre  en  portant  sur  toutes 
ses  normales  le  rayon  du  rouleau  (  *).  Cette  dernière  ligne 
se  construit  par  points  d'après  la  condition  que  le  travail  de 
rabaissement  du  contre-poids  soit  égal  au  travail  d'éléva- 
tion du  tablier. 

On  figure  pour  cela  une  situation  quelconque  de  ce  der- 
nier et  l'on  mesure  la  hauteur  de  son  centre  au-dessus  de  sa 
position  initiale.  Par  le  rapport  inverse  des  poids,  on  obtient 
la  distance  verticale  dont  le  contre-poids  a  dû  s'abaisser, 
c'est-à-dire  le  plan  horizontal  dans  lequel  il  se  trouve  alors  ; 
puis  menant  de  l'extrémité  du  tablier  une  tangente  à  la 
poulie  et  la  défalquant  de  la  longueur  totale  de  la  chaîne, 
on  décrit,  à  partir  du  point  de  contact  et  avec  l'excédant  de 
longueur,  une  développante  du  cercle  de  la  poulie,  qui  de- 
vra également  contenir  le  centre  du  rouleau.  Ce  point  se 
trouve  ainsi  déterminé  par  l'intersection  de  cette  dévelop- 
pante et  de  la  droite  horizontale. 

Pour  connaître  la  nature  géométrique  de  la  courbe,  ré- 
duisons la  poulie  à  un  point  situé  à  une  hauteur  h  au-dessus 


(*)  Hatoj  de  t*  GovriLMftftB,  Calcul  infinitésimal,  p.  ig{. 
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de  la  charnière  du  pont.  Si  a  désigne  la  longueur  du  tablier, 
P  son  poids,  i  son  inclinaison  à  un  instant  quelconque, 

^  P»  sin/'  sera  son  moment  par  rapport  au  plan  de  sa  posi- 
tion horizontale.  Si  nous  rapportons  la  courbe  à  des  coor- 
données polaires  qui  auraient  pour  pôle  la  poulie  et  pour 
axe  la  verticale,  li  —  rcosû  sera  la  hauteur  du  contre- 
poids p  au-dessus  de  ce  plan  Gxe  et  p  [h —  rcosô)  expri- 
mera son  moment.  On  devra  donc  poser,  pour  assujettir  le 
centre  de  gravité  à  rester  dans  le  même  plan  horizontal, 

-  P  a  sin  /'  ■+■  p  (  h  —  r  cos  0  )  =  C . 

Si  l'on  envisage,  d'autre  part,  le  triangle  formé  par  le 
tablier  <7,  la  verticale  h  et  la  portion  / — r  de  chaîne  qui 
le  ferme,  i  fournira  la  relation 

{/  —  r)*=fla  ■+■  A* —  2ah  sin/. 

11  ne  reste  plus  dès  lorsqu'à  éliminer  i  entre  ces  deux  équa- 
tions. C'est  une  simple  substitution  qui  donne 

r«— 2r  ^/—z^AcosOj  -f         a—  h*+\h  -  ~  ph  =  o. 

Si,  pour  plus  de  simplicité,  nous  supposons  que  le  contre- 
poids arrive  jusqu'à  la  poulie  lorsque  le  tablier  est  baissé, 
nous  aurons,  en  faisant  *'=/•  =  o  dans  les  deux  premières 
relations, 

/?A  =  C,    /»=  /»*-!-  h1. 
L'équation  de  la  courbe  se  simplifie  alors  et  devient 

r=  il  —  4  p  *  cos9. 

Elle  représente  un  limaçon  de  Pascal  qui  se  construira  très- 
facilement  comme  conchoïde  de  cercle.  On  remarquera 
qu'elle  est  alors  indépendante  de  la  longueur  du  tablier. 
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L2S"2.  Câble  de  contre  poids  des  mines.  —  Pour  régula- 
riser l'extraction  des  minerais,  malgré  la  variation  du  poids 
du  t  àble,  on  employait  dans  les  anciennes  machines  une 
chaîne  de  contre- poids  d'une  disposition  très-ingénieuse 
(Pl.  XK  fifr  s»33). 

La  longueur  de  la  chaîne  est  le  quart  de  la  profondeur 
du  puits  ou  de  la  longueur  du  câble,  son  poids  total  est  le 
même,  et  par  suite  son  poids  par  mètre  courant  est  qua- 
druple. Entin  elle  est  amarrée  au  quart  de  la  profondeur,  et 
son  extrémité  libre  est  reliée  au  treuil  par  une  corde  dont 
nous  négligeons  Influence.  Dans  ces  conditions,  nous 
allons  reconnaître  qu'il  y  a  constamment  équilibre  entre  le 
poids  du  cable  et  celui  de  la  chaîne,  et  que  Ton  n'a,  par 
suite,  à  élever  que  le  poids  constant  du  minerai. 

En  effet,  à  l'instant  initial  le  poids  total  du  câble  agit 
vers  la  gauche  du  treuil  et  le  poids  total  de  la  chaîne  vers 
la  droite,  de  sorte  qu'il  y  a  équilibre.  Si  la  benne  s'élève 
d'une  hauteur /i,  le  cable  de  gauche  diminue  de  //,  le  câble 
de  droite,  d'abord  nul  pour  supporter  la  benne  vide  qui 
redescend,  augmente  de  cette  même  longueur,  ce  qui  re- 
vient à  diminuer  de  ih  le  poids  du  câble  de  gauche. 
D'autre  part,  l'extrémité  libre  de  la  chaîne  est  descendue 
elle-même  de  h  ;  mais  cetu*  chaîne  se  compose  de  deux  par- 
ties, dout  Tune  pèse  directement  sur  le  point  fixe  et  de- 
meure sans  action  sur  l'appareil,  et  dont  l'autre  se  trouve 
suspendue  à  droite  du  treuil.  Cette  portion  n'a  donc  varié 
h  . 

que  de  Mais  son  poids,  par  unité  de  longueur,  est  qua- 
druple de  celui  du  câble  j  de  sorte  que  les  diminutions  de 
poids  de  droite  et  de  gauche  se  conlrc-balancent  exacte- 
ment. Comme,  d'ailleurs,  l'équilibre  existait  au  premier 
instant,  il  subsistera  encore  à  un  moment  quelconque. 

283.  Câbles  de  contre-poids  des  gazomètres.  —  Le  gaz 
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d'éclairage  est  renfermé  dans  d 'énormes  cloches  qui  sont 
plongées  dans  l'eau  à  leur  partie  inférieure  et  soutenues 
par  la  force  élastique  du  gaz  en  même  temps  que  par  des 
contre-poids  que  Ton  suspend  à  des  chaînes  passées  sur  des 
poulies.  Le  poids  de  ces  chaînes  est  caleulé  de  manière  que, 
pour  un  abaissement  donné  de  la  cloche,  la  somme  des 
variations  des  deux  séries  de  brins  corresponde  exactement 
à  la  perte  de  poids  qui  résulte,  d'après  le  principe  d'Àrchi- 
uiède,  de  l'immersion  des  parois  sur  cette  même  hauteur. 
De  celte  manière,  la  cloche  exerce  toujours  le  même  effort 
sur  le  gaz,  quel  qu'en  soit  h;  volume,  et  la  pression  reste 
constante,  ainsi  que  le  régime  de  distribution  qui  en  est  la 
conséquence. 

S  v. 

HESSOBTS 

284.  Les  ressorts  sont  les  appareils  qui  emmagasinent 
le  travail  par  l'intervention  de  l'élasticité.  On  introduit,  à 
cet  elfct,  des  corps  qui  fléchissent  sous  les  efforts  addition- 
nels, et  reprennent  leur  forme  en  développant  un  travail 
contraire,  lorsque  la  force  diminue. 

Jicssorts  solides.  —  On  emploie  le  plus  souvent  des  res- 
sorts solides  eu  acier,  en  bois,  en  gutla-pcrcha.  On  s'en 
sert  pour  la  suspension  des  voitures  ou  des  wagons  (  io6), 
pour  les  rabats  des  martinets  (K)G),  pour  les  tampons  de 
choc  (435)  des  wagons  entre  eux  ou  sur  les  tètes  de 
ligne,  etc. 

Cloches  à  air. —  On  emploie  aussi  un  matelas  d'air  pour 
régulariser  le  mouvement  des  fluides,  soit  l'eau,  soit  l'air. 
On  les  rencontre  dans  les  mat  bines  soufilanles  ou  dans  les 
pompes  pour  régulariser  l'écoulement  malgré  les  variations 
du  mécanisme;  dans  le  bélier  hydraulique,  ou  aux  robinets 
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de  distribution  d'eau  dans  les  maisons  pour  amortir  le  coup 
de  bélier  produit  par  l'arrêt  brusque  de  l'eau,  etc. 

On  se  sert  aussi  de  cloches  à  air  pour  égaliser  le  travail 
fort  irrégulier  des  moulins  à  vent.  On  emploie  alors  ce 
travail  à  comprimer  de  l'air,  et  la  détente  de  celui-ci  sert 
aux  instants  et  dans  les  proportions  convenables  pour 
l'objet  que  Ton  a  en  vue. 
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CHAPITRE  XVIII. 

MODÉRATEURS. 


51. 

MODÉRATEURS  A  FORCE  CENTRIFUGE. 

285.  Les  m  ode*  râleurs,  dont  l'influence  s'exerce  directe- 
ment sur  le  moteur,  se  composent  toujours  d'un  appareil 
sensible  aux  variations  de  la  marclie  et  d'une  connexion  de 
celui-ci  avec  le  récepteur. 

Parlons  d'abord  de  cette  dernière,  qui  est  la  môme  pour 
tous  les  modérateurs.  On  doit  citer  comme  la  plus  simple 
la  connexion  directe,  mais  elle  présente  un  défaut  grave. 
En  effet»  si  la  machine  s'accélère,  l'appareil  sensible  en 
ressent  l'influence-,  le  moteur  se  calme.  Dès  lors  la  vitesse 
tombe,  l'appareil  subit  l'influence  en  sens  inverse,  le  mo- 
teur reprend  de  l'activité.  L'accélération  reparait,  etc.  ;  et, 
par  suite,  la  marche  se  trouve  soumise  à  une  oscillation 
continuelle  et  très- fâcheuse. 

Pour  celle  raison,  on  préfère  de  beaucoup  interposer  dans 
la  connexion  le  système  d'embrayage  qui  a  été  décrit  ci-des- 
sus (235;  PL  XJI,Jig.  109).  L'appareil  sensible  se  trouve 
alors  en  rapport  direct  avec  le  manchon  d'embrayage  M.  et 
l'organe  qui  modèle  le  moteur  avec  la  roue  d'angle  A.  Si  la 
marche  ne  subit  que  des  modifications  insignifiantes,  le 
manchon  oscille  entre  les  roues  H,  IV  sans  se  mettre  en  prise 
et  sans  caler  ces  roues;  le  moteur  ne  ressent  donc  aucune 
influence.  Si  la  marche  s'accélère  par  trop  dans  un  sens  ou 
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dans  l'autre,  le  manchon  M  vient  saisir  pour  quelques  in- 
stants Tune  des  roues  B,  B\  qui  cesse  d'être  loi  le  et  manœuvre 
dans  le  sens  convenable  l'organe  modérateur.  Le  moleur 
cesse  par  suite  son  effet  accidentel,  la  marche  revient  à  l'état 
normal,  le  manchon  reprend  la  position  intermédiaire  et 
rend  la  liberté  à  la  roue  qu'il  avait  calée.  Aucune  connexion 
n'existe  plus  entre  l'appareil  sensible  et  le  moleur,  de  sorte 
que  l'on  évite  la  réaction  en  sens  contraire,  qui  est  inévi- 
table avec  la  connexion  directe  ('). 

Quant  aux  appareils  sensibles,  il  en  existe  un  assez  grand 
nombre  que  nous  répartirons  en  deux  genres,  suivant  le 
principe  employé  pour  créer  celle  sensibilité. 

Premier  genre. —  Modérateurs  à  force  centrifuge. 
Second  genre.  —  Modérateurs  à  ressort. 

286.  Modérateurs  a  force  centrifuge.  —  Le  mouve- 
ment de  rotation  uniforme  d'un  point  matériel  m,  avec  un 
rayon  ret  une  vitesse  angulaire  o>,  s'effectue  sous  t'influence 
d'une  force  centripète  idéale  m  »V*  dirigée,  suivant  le  rayon, 
vers  le  centre,  et  qui  s'obtient  en  composant  les  forces  réel- 
lement appliquées.  On  peut  donc  dire  inversement  que  la 
force  égale  et  opposée  à  la  force  centripète,  et  qu'on  appelle 
centrifuge,  ferait  équilibre  à  ces  forces  réelle-;,  et  c'est  ainsi 
que  l'on  envisage  le  plus  ordinairement  le  phénomène. 
Comme  la  force  centrifuge  dépend  de  la  vitesse  angulaire,  il 
est  clair  que  cet  équilibre  ne  sera  pas  le  même  pour  toutes 
les  vitesses.  L'appareil  par  lequel  il  doit  s'établir  ne  restera 
donc  pas  toujours  dans  le  même  état  si  on  lui  donne  la  pos- 


(')  J'ajouterai  qifon  peut  établir  la  connexion  dans  les  machines  à  vapeur 
avec  le  papillon  d  admission  ou  avec  l'organe  de  détente.  Ce  mode  est  de 
beaucoup  préférable,  car  le  premier  ci  ce,  par  l'cirangli-ment  de  la  veine* 
une  détente  dont  l'cllet  est  perdu  ;  tandis  qu'on  l'utilise  dans  le  cylindre 
même  avec  le  second  système. 
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sibilité  de  varier,  ce  qui  revient  à  dire  qu'il  sera  alors 
sensible  aux  variations  de  la  marche.  Tel  est  le  principe 
général  des  modérateurs  à  force  centrifuge. 

287.  Bcgulatettr  à  boules.  —  Le  plus  ordinaire  est  un 
losange  articulé  (182),  dont  deux  branches  portent  des  boules 
massives,  ou  des  lentilles  pour  diminuer  la  résistance  de  l'air 
(Pl.  XF,ftg.  a34).  Son  articulation  supérieure  participe 
à  la  rotation  d'un  arbre  vertical  qui  fait  partie  de  la  ma- 
chine. La  force  centrifuge  écarte  plus  ou  moins  les  boules, 
ce  qui  détermine  l'ascension  de  l'articulation  inférieure. 
Celle-ci  est  embrassée  par  une  fourchette  qui  permet  sa 
rotation,  mais  qui  est  entraînée  par  sa  translation  le  long 
de  Taxe.  Elle  bascule  donc,  et  c'est  ce  mouvement  que  l'on 
utilise  pour  la  réglementation. 

Pour  donner,  sous  une  forme  simple,  la  théorie  de  cet 
appareil,  réduisons-le  à  un  point  matériel  suspendu  à  l'ex- 
trémité d'une  lige  sans  masse  de  longueur  /,  écartée  de  la 
verticale  sous  un  angle  a  (Pl.  If^,  fi  g.  52).  Mous  considére- 
rons, d'après  ce  qui  précède,  ce  point  comme  en  équilibre 
sous  l'action  de  la  force  centrifuge  mw'r  ou  ww'/sina, 
et  des  forces  réelles,  à  savoir  :  son  poids  mg,  la  tensjou 
inconnue  de  la  tige  et  une  force  F  d'intensité  convenable 
appliquée  tangentiellement  au  cercle  que  le  point  est  sus- 
ceptible de  décrire  dans  un  plan  vertical  pendant  son  écar- 
tement.  Comme  le  corps  ne  peut,  relativement  au  système 
tournant,  que  se  déplacer  le  long  de  ce  cercle,  l'équilibre 
s'exprimera  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  projections  de 
toutes  les  forces  sur  la  tangente  à  ce  cercle.  La  tension 
inconnue  disparaît  alors  d'elle-même,  et  il  reste 

F  -+-  mgsmat  —  muU  sina.cosa  =  o; 

d'où 

F  =  m  sina  (w'/cosa  —  g). 
La  position  d'équilibre  spontané  sans  l'intervention 
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d'aucune  force  F  l'obtiendra  en  faisant 

F  =  o. 

On  peut,  pour  cela,  recourir  à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux 
hypothèses 

m'/ cosa  —  g  —  o, 
sina  =  o; 

d'où  les  trois  solutions 

cosa'=~,     a"=o,  a"=?t. 
w'/ 

Je  dis  que  la  première  est  une  position  d'équilibre  stable 
et  que  les  deux  autres  fournissent  un  équilibre  instable. 

Supposons,  pour  cela,  la  lige  placée  par  rapport  à  la  ver- 
ticale sous  un  angle  quelconque  a  moindre  que  a',  nous 
aurons 

n 

cosa>  cosa'  >  -~  , 

m'  /  cosa  —  g^>  o, 
F>o. 

La  force  est  donc  dirigée  vers  la  verticale  comme  sur  la 
figure,  ce  qui  montre  que  la  tige  a  tendance  à  s'en  écarter. 
Nous  obtiendrons  évidemment  les  signes  contraires  pour 
un  angle  a.  supérieur  à  a'.  On  voit  done  que,  dans  toutes 
les  positions  qui  ne  sont  pas  d'équilibre,  la  tige  a  tendance 
à'se  rapprocher  de  l'inclinaison  a\  D'après  cela,  celle  solu- 
tion constitue  une  situation  stable  et  les  deux  autres  sont 
instables. 

Il  est  clair  d'ailleurs  qu'on  ne  peul  réaliser  pratiquement 
qu'une  position  d'équilibre  stable,  et  par  suite  la  racine  a1 
satisfait  seule  à  la  question.  Mais  elle  donne  encore  lieu  à 
une  remarque  nécessaire.  Pour  les  grandes  vitesses,  on  a 

m  =  go  ,    cosa  —  o ,    a  —  -  : 
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la  tige  est  rapprochée  de  l'horizontale.  Si  o>  diminue,  elle 
s'incline  peu  à  peu,  et  pour 

6>=  y/y»    cosa'=i,  a'=o, 

la  lige  est  alors  verticale.  Pour  des  vitesses  encore  moindres, 
eoset'  est  supérieur  à  l'unité  et  a'  devient  imaginaire.  On 
comprend  cependant  qu'il  doit  exister  nécessairement  pour 
la  tige  quelque  position  stable  suivant  laquelle  elle  puisse 
se  mettre;  et,  en  effet,  on  peut  reconnaître  que  la  seconde 
solution  et."  est  maintenant  devenue  stable.  Nous  avons,  en 
effet,  dans  le  cas  actuel, 

-<y/fi 

on  en  déduit 

w,/  —  £<°- 

et  à  fortiori,  pour  uu  écart  quelconque  a, 

w'/cosa  —  £<o, 
F<o. 

La  force  est  alors  dirigée  de  manière  à  s'éloigner  de  la  ver- 
ticale, et  par  suite  il  y  a  pour  la  tige  tendance  à  s'en  rap- 
procher, ce  qui  montre  la  stabilité  de  celte  position.  Cette 
nécessité  d'un  certain  degré  de  rotation  pour  démarrer  les 
boules  n'a  du  reste  rien  d'absolu,  et  ne  constitue  pas  un 
défaut  de  l'appareil,  car  on  peut  abaisser  à  volonté  cette 
limite  en  prenant  des  liges  d'une  longueur  suffisante,  puis- 
que /  figure  au  dénominateur  de  la  vitesse  limite. 

En  résumé,  ou  voit  que  la  tige  reste  pendante  aux  faibles 
vitesses*,  elle  ne  se  démarre  de  la  verticale  que  pour  une 
certaine  valeur 
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et,  à  partir  de  ce  point,  elle  s  écarte  de  plus  en  plus  en  se 
maintenant  sous  l'inclinaison 

S 

cosa  =  — 

On  remarquera  que  celle  position  est  indépendante  de  la 
masse  des  boules;  à  ce  litre,  un  régulateur  quelconque 
pourrait  èlre  installé  sur  une  machine  donnée,  et  tous 
réglementeraient  de  la  même  manière  la  distribution.  Ce- 
pendant si  l'on  remarque  en  même  temps  que  F  est  pro- 
portionnelle à  iw,  on  reconnaîtra  que  l'efficacité  d'un  régu- 
lateur, c'est-à-dire  l'énergie  avec  laquelle  il  luttera  contre 
les  frottements  cl  l'inertie  du  mécanisme,  ou  entin  sa  rapi- 
dité d'inOucnce  dépendent  de  la  masse  des  boules  qui  devra 
augmenter  avec  le  degré  d'importance  de  la  machine. 

288.  Le  régulateur  ainsi  constitué  présente  encore  un 
défaut  grave  que  je  vais  faire  ressortir.  Supposons  que  la 
machine  serve  à  effeetner  un  ouvrage  déterminé,  pour  la 
bonne  exécution  duquel  il  soit  nécessaire  de  conserver  une 
cerlaine  vitesse  &>,  sauf  des  oscillations  sans  importance. 
Mais  supposons  aussi  que  Ton  veuille  effectuer  cet  ouvrage 
sardes  proportions  plus  ou  moins  considérables,  de  manière 
à  ce  que  le  travail  moteur,  dont  la  dispensalion  est  faite  par 
le  régulateur,  doive  varier  en  conséquence.  On  sera  couduit 
à  cette  double  condition,  que  la  lige  se  tienne,  sauf  ses 
variations  accidentelles,  à  une  position  9!  constante,  puis- 
que o)  doit  l'être,  et  que  d'autre  part  la  distribution  du, 
moteur  varie,  et  par  suite  aussi  l'écartement  a'  qui  la  com- 
mande. Ces  deux  conditions  sont  contradictoires  et  impos- 
sibles à  remplir  avec  le  régulateur  tel  qu'il  nient  d'être 
décrit. 

On  parvient  à  y  satisfaire  en  modifiant  le  dispositif.  Ou 
s'arrange  pour  que  la  boule,  au  lieu  de  décrire  dans  le  plan 
vertical  un  cercle  de  rayon  /,  parcouie  une  courbe  diffé- 
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rente  dont  il  faut  d'abord  reconnaître  la  nature.  La  condi- 
tion d'équilibre  peut  s'écrire 

Oi2 

Or,  /cosa'  est  la  projection  sur  la  verticale  de  /  ou  de  la 
normale  de  la  courbe;  c'est  donc  sa  sous-normale,  et 
comme  w  doit  être  constant,  l'équation  précédente  ex- 
prime que  la  sous-normale  est  coustautc  ou  que  la  courbe 
est  une  parabole.  Deux  systèmes  peuvent  être  employés 
pour  assujettir  les  boules  à  décrire  cette  parabole. 

Régulateur  de  Franhe.  —  Un  premier  mécanisme  per- 
met d'atteindre  rigoureusement  ce  résultat;  mais  il  con- 
vient de  dire  qu'il  a  peu  réussi  en  pratique  (Pl.  XV, 
fig.  a35).  Les  boules  sont  reliées  à  des  roulettes  engagées 
sur  des  courbes  Gxes  parallèles  à  la  parabole,  c'est-à-dire 
sur  des  développantes  de  la  même  parabole  semi-cubique. 

Régulateur  Farcot.  —  Un  second  dispositif,  qui  n'est  en 
principe  qu'approximatif,  réussit  beaucoup  mieux  dans  l'ap- 
plication (Pl.  XFj  fig.  ^36).  Au  lieu  d'une  parabole,  on 
emploie  un  arc  de  son  cercle  osculateur  pour  un  point 
intermédiaire  de  la  portion  parcourue.  Il  suffit  alors  de 
suspendre,  comme  dans  le  premier  cas,  la  tige  à  un  point 
fixe;  mais  ce  point  n'est  pins  sur  î  axe  de  rotation,  il  est 
situé  au  delà  ;  car  on  sait  que  le  centre  de  courbure  cT un 
point  de  la  parabole  est  toujours  situé  de  Tantre  côté  de 
son  axe.  Pour  cette  raison,  l'appareil  de  M.  Farcot  porte 
aussi  le  nom  de  régulateur  à  tiges  croisées. 

289.  Régulateur  de  M.  Léon  Foucault.  —  M.  Léon 
Foucault  vient  de  construire  un  nouvel  appareil  qui  résout, 
avec  une  rigueur  absolue  et  une  extrême  simplicité,  le  pro- 
blème précédent. 

Imaginons  que  le  sommet  inférieur  du  losange  soit  fixe 


■ 
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et  que  le  sommet  supérieur  porte,  au  contraire,  le  manchon 
mobile-,  donnons  de  plus  aux  prolongements  des  côtés  du 
losange  qui  portent  les  boules  des  longueurs  égales  à  ces 
mômes  côtés.  Dans  ces  conditions,  les  boules  se  trouvent 
dans  le  plan  horizontal  de  l'articulation  fixe  pour  toutes  les 
déformations  du  losange;  elles  ne  sortent  donc  pas  de  ce 
plan,  et  l'influence  de  la  pesanteur  se  trouve  supprimée  ('). 
Il  s'ensuit  que  son  antagonisme  avec  la  force  centrifuge 
n'existant  plus,  la  moindre  vitesse  de  rotation  aplatira 
complètement  le  losange  dans  le  plan  en  question. 

Pour  éviter  cet  effet,  on  relie  les  boules  à  Taxe  par  des 
ressorts  à  boudin  dont  le  point  d'attache  se  trouve  de  l'autre 
côté  de  cet  axe  sur  une  carcasse  qui  tourne  avec  lui.  Ils  ont 
de  plus  une  longueur  telle,  que  leur  extrémité  naturelle  se 
trouve  sur  l'axe,  l'écartement  r  de  la  boule  dans  chacune 
de  ces  positions  mesurant  par  cela  même  leur  allongement. 
U  suit  de  là  que  l'action  exercée  par  le  ressort  sur  la  boule 
aura  pour  expression  Er,  attendu  que  les  forces  élastiques 
peuvent  être  considérées  comme  proportionnelles  aux  dé- 
formations. 

La  boule  peut  géométriquement  prendre  toutes  espèces 
de  mouvements  dans  son  plan;  mais,  en  l'absence  d'une 
cause  précise,  elle  s'en  tiendra  au  mouvement  circulaire,  le 
seul  qui  ne  fasse  pas  naître  de  résistances  passives  ou  d'iner- 
tie par  le  jeu  du  losange  et  de  la  distribution.  La  force 
centripète  sera  alors  mesurée  par  mwV,  et  par  suite  on 
aura 

y  m 

valeur  constante;  ce  qui  montre  que  tous  les  écartements 


(•)  Avantage  important  pour  les  machines  de  navigation  qui  participent 
au  roulis  et  au  tangage  du  bâtiment. 
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s'accommoderont  de  la  même  vitesse  de  régime.  Ainsi  donc 
cette  vitesse  sera  compatible  avec  tous  les  degrés  de  puis- 
sance de  la  machine,  puisque  celle-ci  est  réglée  par  l'écar- 
tement  même. 

L'appareil  fonctionne  néanmoins  comme  régulateur;  car, 
si  la  vitesse  normale  u  vient  à  s'accroître  subitement  en  de- 
venant H,  il  faudrait,  pour  que  la  boule  continuât  à  décrire 
le  même  cercle,  qu'elle  fût  sollicitée  par  une  force  centrale 
mil'r,  tandis  que  cette  action  est  seulement  égale  à  Er 
ou  meoV.  Elle  sera  donc  impuissante  à  déterminer  cette 
courbure,  et  les  boules  s'écarteront  en  fermant  en  partie 
l'admission.  Mais,  dès  que  la  vitesse  sera  revenue  par  là  à 
sa  valeur  normale  w,  elles  resteront  dans  leur  nouvelle 
position  jusqu'à  ce  qu'une  nouvelle  variation  vienne  à  les 
en  détacher. 

On  remarquera  que  la  transmission  de  la  boule  au  man- 
chon se  fait  par  l'intermédiaire  d'un  parallélogramme  d'E- 
vans  (4(>3)  formé  de  la  lige  qui  se  meut  entre  l'axe  et  le  plan 
horizontal,  et  qui  est  reliée  à  l'articulation  fixe  par  un  lien 
d'une  longueur  moitié  moindre.  Les  vitesses  des  extrémités 
sont  donc  (ioo)  en  raison  inverse  de  leurs  distances  à  cette 
articulation,  et,  par  suite,  d'après  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,  les  forces  seront  en  raison  directe  de  ces  dis- 
tances. Or,  l'action  exercée  sur  la  boule  varie  déjà  comme 
l'écartement;  celle  qui  est  développée  sur  le  manchon  sera, 
par  conséquent,  en  raison  de  la  hauteur  de  ce  manchon 
au-dessus  de  l'articulation  fixe. 

290.  livgulateur  de Flaiid . — Il  se  compose  d'un  losange 
articulé  dont  deux  sommets  portent  des  boules;  un  troi- 
sième est  fixé  sur  l'axe,  et  le  dernier  est  garni  d'un  man- 
chon embrassé  par  la  fourchette  c  omme  dans  les  appareils 
précédents  (Pl.  XF,  jig.  237).  La  force  centrifuge  tend  à 
écarter  les  boules  et  à  aplatir  le  losange  suivant  celle  de  ses 


DigitizàLby  Google 


3o6  ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  MÉCANISMES. 

diagonales  qui  est  perpendiculaire  à  Taxe.  La  réaction  d'un 
ressort  n  boudin  tend,  d'un  autre  côté,  à  le  réduire  à  la  dia- 
gonale dirigée  suivant  l'axe.  De  là  un  antagonisme  variable 
avec  la  force  centrifuge,  qui  rend  l'appareil  sensible  aux 
changements  de  vitesse. 

Pour  trouver  la  position  d'équilibre  spontané,  écrivons 
que  le  travail  virtuel  est  nul  pour  le  mouvement  compatible 
avec  la  constitution  de  l'appareil.  La  force  centrifuge  est, 
comme  ci-dessus, 

/wwJ/sina; 

le  chemin  décrit  par  son  point  d'application  est  un  arc  de 
cercle  là  oc.  L'angle  de  ces  deux  directions  est  égal  à  or, 
puisqu'elles  sont  respectivement  perpendiculaires  à  l'axe  et 
à  la  tige.  Le  travail  total  a  donc  pour  valeur 

2  wu-/5  sina  Cosarfa; 

car  il  est  le  môme  pour  chacune  des  deux  boules.  Quant  à 
la  force  du  ressort,  elle  peut  être  représentée  par  Ex,  si  x 
désigne  l'écartenient  de  la  glissière  à  partir  de  sa  positiou 
uatui  elle,  lorsque  les  boules  sont  sur  l'axe  et  le  ressort  sans 
tension.  Son  travail  sera  donc 

et  l'équation  d'équilibre 

dffltt*/1  sina  cosar/a  —  Exdx  ; 

mais  on  a 

x  =  2/(1  —  cosa) 
dx  —  il  sinar/a, 

et  la  formule  devient 

2/3  sinfiu/afmwH'Osa  —  ?.E(i  —  cosa)]  =  0, 

ce  qui  permet  de  la  décomposer  ainsi  : 

(W-f  2E)  cosa  -  2E-o, 
sina  =  o; 

1 
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d'où  les  trois  racines 

o  F 

cosa   •>     a  ~  o ,     a  =tt. 

La  première  conviendra  toujours  à  la  question,  car  elle  tic 
peut  devenir  imaginaire. 

291 .  Régulateur  Duvoir.  —  L'organe  essentiel  est  un 
anneau  de  Saturne  pouvant  tourner  autour  d'un  de  ses 
diamètres  fixé  à  angle  droit  sur  Taxe,  et  emporté  par  celui- 
ci  dans  sa  rotation  (PL  XV,fig.  238).  La  force  centrifuge 
tend  à  mettre  l'anneau  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
Taxe,  l'action  d'un  ressort  à  le  coucher  sur  Taxe,  d'où  un 
antagonisme  variable  analogue  au  précédent. 

La  théorie  de  cet  appareil  est  fort  compliquée  et  exige, 
pour  être  traitée  en  rigueur,  l'introduction  des  intégrales 
elliptiques  (!);  je  me  contenterai  d'en  extraire  les  pro- 
priétés suivantes  :  l'anneau  a  deux  positions  d'équilibre; 
pour  une  vitesse  infinie,  l'une  se  trouve  à  angle  droit  sur 
Taxe  et  l'autre  couchée  sur  lui  :  la  vitesse  allant  en  décrois- 
sant, ces  positions  se  rapprochent  et,  pour  une  valeur  dé- 
terminée, elles  se  confondent  sous  une  certaine  inclinaison  ; 
la  vitesse  diminuant  encore,  l'équilibre  n'est  plus  possible 
de  cette  manière,  et  l'anneau  retombe  sur  l'axe.  Ajoutons 
que  la  position  écartée  de  Taxe  est  toujours  stable  et  la 
position  voisine  instable.  Cependant  celle-ci  devient  stable 
lorsqu'elle  est  couchée  sur  l'axe,  pour  des  vitesses  comprises 
au-dessous  de  la  limite. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier,  mais  le  plus  fréquemment 
réalisé,  où  le  ressort  est  sans  tension,  lorsque  l'anneau  s'ap- 
puie sur  l'axe,  l'angle  limite  est  nul;  de  sorte  que  la  posi- 
tion inférieure  est  toujours  conehéesur  l'axe,  instable  pour 


(')  Mémoire  sur  le  régulateur  Duvoir,  par  J.-N.  Hatos  M  lx  fionrl ll<il. 
Annales  des  Mines,  5e  série,  t.  XV1I1,  p.  yp. 

20. 
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les  vitesses  supérieures  à  la  vitesse  limite  et  stable  pour  les 
autres. 

S  H. 

MODÉRATEURS  A  RESSORT. 

292.  Lorsque  le  moteur  s'accélère,  le  changement  de 
vitesse  ne  se  transmet  au  mécanisme  que  par  un  accroisse- 
ment dans  les  efforts  mutuels  des  pièces.  Si  donc  on  inter- 
pose dans  la  transmission  un  ressort,  il  accusera  celte  varia- 
tion par  sa  flexibilité  et  constituera  l'élément  essentiel  d'un 
appareil  sensible  aux  variations  de  vitesse. 

Tel  est  le  principe  général  des  modérateurs  du  second 
genre.  Il  peut  être,  du  reste,  employé  sous  des  formes  très- 
différentes. 

293.  Régulateur  Poncclet.  —  L'arbre  moteur  A  fait 
tourner  à  l'aide  de  la  roue  dentée  B  une  autre  roue  C  calée 
sur  un  second  arbre  D  (Pl.  XV,  fig.  239).  Celte  roue  agit 
par  l'intermédiaire  d'une  flasque  élastique  E  et  d'un  ta- 
quet F  sur  une  autre  roue  G  folle  sur  le  même  axe.  Cette 
dernière  engrène  avec  un  long  pignon  H  monté  sur  le  pre- 
mier axe  et  fonctionnant  comme  glissière  sensible. 

Si  le  mouvement  s'accélère,  C  tend  à  gagner  de  l'avance 
sur  G,  le  ressort  fléchit  momentanément,  et  il  s'établit  un 
écart  relatif  entre  ces  deux  roues  et  par  suile  entre  B  et  H 
qui  engrènent  avec  elle.  Mais  B  est  calée  ei  H  assemblée 
à  vis  sur  l'arbre  A  ;  leur  écart  relatif  nécessite  donc  une 
translation  de  la  glissière  dans  un  certain  sens.  Un  ralen- 
tissement de  la  machine  produira  le  mouvement  opposé,  et 
par  conséquent  le  manchon  H  est  sensible  aux  variations 
de  la  marche. 

294.  Régulateur  Larivière.  —  Dans  ce  régulateur,  le 
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ressort  est  un  matelas  d'air.  On  l'utilise  de  la  manière  sui- 
vante (PL  XV,  fig.  a4o). 

Le  mouvement  de  la  machine  fait  marcher  une  petite 
pompe  pneumatique  qui  extrait  l'air  d'un  cylindre  À  par 
un  tube  B.  Cet  air  rentre  incessamment  par  le  sifflet  C. 
Cependant  on  comprend  que  cette  rentrée  s'opère  d'une 
manière  à  peu  près  uniforme  qui  ne  se  modifie  pas  instan- 
tanément suivant  les  variations  de  la  marche,  tandis  que 
l'épuisement  fonctionne  exactement  comme  la  machine. 
Pour  ces  causes,  la  pression  intérieure  tend  à  diminuer 
pendant  les  accélérations  et  à  se  rétablir  aux  ralentisse- 
ments. Or,  le  cylindre,  foncé  d'un  côté,  n'est  fermé  de  l'autre 
que  par  un  piston  Den  contact  avec  l'atmosphère.  Celui-ci 
s'élèvera  donc  ou  s'abaissera  suivant  les  changements  de 
pression  ou  de  inarche,  et  il  suffit  de  le  mettre  en  connexion 
avec  la  distribution. 

Un  tiroir  E  est  employé  à  fermer  plus  ou  moins  le  sifflet 
de  rentrée  C  et  à  rendre  ainsi  le  régulateur  plus  ou  moins 
sensible. 

Régulateur  Molinié .  —  Il  ne  diflèredu  précédent  qu'en 
ce  que  la  pompe  agit  en  refoulant  de  l'air  dans  le  cylindre. 
Il  fonctionne  ainsi  d'une  manière  identique  en  principe, 
mais  en  sens  inverse. 

295.  Régulateur  hydraulique.  — Je  rattacherai  encore 
à  ce  genre  de  régulateurs  un  dernier  exemple,  bien  qu'il  ne 
renferme  aucun  ressort,  mais  parce  que  son  principe  est  à 
peu  près  identique  à  celui  des  deux  précédents  (PL  XV, 

fis-  240- 

La  machine  manœuvre  la  tige  A  d'une  pompe  B  immer- 
gée dans  une  bâche  C.  Elle  en  élève  l'eau  par  un  tuyau  D 
dans  un  réservoir  supérieur  E;  cette  eau  retombe  par  son 
poids  dans  la  bâche  inférieure  à  travers  un  ajutage  Fj 
l'écoulement  s'opère  comme  tout  à  l  heure  d'une  manière 
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à  peu  pics  uniforme,  tandis  que  l'ascension  se  ressent 
directement  des  changements  de  marche.  Le  niveau  de  la 
bâche  supérieure  tend  par  suite  à  monter  pendant  les  accé- 
lérations et  à  baisser  aux  ralentissements.  Si  donc  on  y 
place  un  flotteur  G,  sa  tige  U  agira  d'une  manière  variable 
sur  le  balancier  Kcju'il  suffira  de  mettre  eu  connexion  avec 
la  distribution. 

Un  robinet  F,  remplaçant  le  sifflet  des  régulateurs  à  air, 
réglemente  l'écoulement  et  sert  ainsi  à  rendre  l'appareil 
plus  ou  moins  sensible. 
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CHAPITRE  XIX. 

1NDICATEIJRS  CINÉMATIQUES. 


si. 

COMPTEURS. 

200.  Nous  comprenons  sous  la  dénomination  &  indica- 
teurs des  appareils  qui  ne  sont  nécessaires  à  la  marche 
d'aucune  machine  en  particulier,  mais  qui  permettent  de 
déduire  de  l'observa  lion  la  mesure  de  certains  coefficients, 
ou  la  détermination  de  certaines  lois  utiles  pour  l'art  àn 
mécanicien  (XXVI). 

Les  quantités  qui  intéressent  la  Mécanique  sont  l'espace 
linéaire  ou  angulaire,  le  temps,  la  force,  la  masse.  J'écarte 
la  description  des  appareils  qui  servent  à  une  mesure 
rigoureuse  des  longueurs,  des  angles  ou  du  temps,  et  dont 
la  vraie  place  se  trouve  dans  un  Traité  de  Physique  ou 
d'Astronomie.  Je  ne  m'attacherai  qu'aux  appareils  d'obser- 
vation de  la  Mécanique  appliquée. 

JNous  en  distinguerons  plusieurs  catégories,  d'après  le 
but  qu'ils  sont  destinés  à  remplir. 

Première  catégorie.  —  kitesses.  —  Compteurs. 

Deuxième  catégorie.  —  Lois  de  mouvement.  —  Enre- 
gistreurs 

Troisième  catégorie.  —  Travail.  —  Dynamomètres. 
Quatrième  catégorie. —  Pressions.  —  Manomètres. 
Cidçuièmï  catégorie.  —  Masses.  —  Balances. 
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Compteurs.  —  Nous  appelons  compteurs  les  appareils 
qui  servent  à  la  mesure  des  vitesses.  Nous  distinguerons 
parmi  eux  trois  genres,  d'après  les  circonstances  de  leur 
emploi. 

Premier  genre.  —  Vitesses  de  rotation. 
Second   genre.  —  Vitesses  de  projectiles. 
Troisième  genre. —  Vitesses  de  fluides. 

297.  Vitesses  de  rotation.  —  Compteurs  décimaux,  — 
On  les  emploie  pour  mesurer  la  vitesse  angulaire  uni- 
forme d'un  arbre  tournant,  ou  le  nombre  de  tours  effectués 
dans  un  temps  connu.  Ils  se  composent  d'une  petite  boîte  en 
cuivre  qui  porte  sur  sa  face  antérieure  des  cadrans  gradués 
de  t  à  10.  Ceux-ci  sont  parcourus  par  des  aiguilles  montées 
sur  des  arbres  tournants  dont  le  premier  est  mis  en  commu- 
nication directe  avec  la  rotation  proposée.  Désignons-les  en 
allant  de  droite  à  gauche  par  A,  B,  C,....  On  monte  sur  cha- 
cun d'eux  des  taquets  a,  b,  c,...  qui  engrènent  une  fois  par 
tour  avec  des  roues  |3,  y,...  de  dix  dents  montées  également 
sur  ces  arbres.  Dix  tours  de  À  feront  donc  faire  un  tour  à  B, 
cent  de  A  en  donneront  dix  de  B,  c'est-à-dire  un  de  C,  et 
ainsi  de  suite.  Les  cadrans  A,  H,  C.,..,  marqueront  par  con- 
séquent les  unités,  dizaines,  centaines,...  du  nombre  de 
tours,  qu'on  lira  avec  un  peu  d'habitude  en  allant  de  gauche 
à  droite  comme  on  énonce  un  nombre  écrit  en  chiffres. 

M.  Saladin  a  remplacé  les  roues  d'une  seule  dent  par  des 
vis  sans  fin,  ou  par  des  plateaux  à  spirale  (53,  note).  Ces 
appareils  jouissent  en  effet  comme  le  taquet  tournant  de 
cette  propriété,  qu'un  tour  entier  de  Tune  des  pièces  ne  fait 
passer  qu'une  dent  de  l'autre. 

298.  G)  romttre  de  Fabre.  —  M.  Fabre  a  utilisé  pour 
le  même  ohjet  un  phénomène  physique  connu  sous  le  nom 
de  magnétisme  en  mouvement.  Si  un  disque  de  cuivre 
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tourne  sous  une  aiguille  aimantée,  il  la  dévie  de  plus  en 
plus  à  mesure  que  la  vitesse  augmente,  et  il  finit  même  par 
imprimer  à  l'aiguille  une  rotation  continue.  Sans  atteindre 
ce  point,  on  pourra  juger  par  l'écart  de  l'aiguille  du  degré 
de  rapidilé  du  plateau  que  Ton  aura  mis  en  communication 
directe  avec  la  rotation  proposée.  Il  suffira  de  graduer  cet 
appareil  par  comparaison,  eu  se  servant  de  vitesses  de  ro- 
tations connues. 

299.  Vitesses  de  projectiles.  —  Tambour  de  Mattei. 
—  Pour  déterminer  la  vitesse  d'un  projectile,  on  peut  em- 
ployer un  tambour  dont  les  deux  fonds  sont  eu  papier  et 
portent  un  système  de  rayons  équidistants  qui  se  corres- 
pondent dans  les  mêmes  plans  méridiens.  Si  le  tambour  est 
immobile,  la  balle  traversera  sur  deux  rayons  homologues . 
Mais  si  on  l'anime  d'une  rotation  rapide  et  connue,  ce  qui 
est  facile  avec  des  répétitions  d'engrenages  5  pendant  le 
temps  que  la  balle  mettra  à  parcourir  l'intervalle  des  fonds 
le  tambour  tournera  d'un  certain  angle  qui  sera  fourni  par 
les  rayons  des  deux  trous  de  balle.  La  mesure  de  cet  angle 
fera  connaître  le  temps,  et  celle  de  la  longueur  des  cylin- 
dres la  vitesse  de  projection. 

300.  Pendule  balistique.  —  On  emploie  aussi  pour  le 
même  objet  le  pendule  balistique  (Pl.  XV >  fig.  24*)-  H 
consiste  en  un  mortier  rempli  de  matières  pénétrables  et 
suspendu  de  manière  à  pouvoir  osciller  autour  d'un  axe. 
On  y  lance  le  projectile  à  bout  portant  et  on  juge  de  la  vi- 
tesse par  l'écart  qu'il  imprime  au  pendule.  Cet  angle  se 
mesure  au  moyen  d'un  arc  gradué  dont  le  centre  se  trouve 
sur  l'axe  de  suspension.  Un  curseur  le  parcourt  à  frotte- 
ment un  peu  dur  sous  l'impulsion  d'une  pointe  fixée  au 
pendule  et  reste  dans  la  position  extrême  où  il  a  été  amené. 

La  théorie  de  cet  appareil  exige  des  développements  qui 
ne  pourraient  trouver  place  ici,  et  que  l'on  trouve  dans 
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les  Traités  de  Mécanique  rationnelle.  Je  me  bornerai  à  en 
rappeler  les  résultats. 

La  formule  qui  relie  la  vitesse  v  à  l'écart  a  est  de  la 
forme 

v  =  Csin  -î 

C  désignant  une  constante  qui  dépend  des  éléments  du  pen- 
dule et  aussi  du  poids  p  du  projectile  sous  la  forme 

p 

11  est  de  plus  essentiel  d'éviter  le  contre-coup  sur  l'axe 
de  suspension  pour  lui  conserver  une  certaine  délicatesse. 
La  condition  à  remplir  pour  cela  est  fort  simple.  L'axe  du 
mortier  doit  être  dans  la  position  d'équilibre  horizontal  et 
situé  à  une  distaucc  du  point  de  suspension  égale  à  la  lon- 
gueur du  pendule  simple  qui  oscillerait  dans  le  même 
temps  que  l'appareil. 

301.  Pendule  électro-balistique,  —  L'emploi  de  l'élec- 
tricité pour  mesurer  les  intervalles  de  temps  extrêmement 
courts  remoule  à  1840  et  à  M.  Wheatstonc.  En  1 843, 
MM.  Constantin  et  Bréguet  construisirent  un  chronascvpe 
fondé  sur  ce  principe,  et  M.  Pouillet  s'en  servit  pour  me- 
surer la  durée  du  trajet  d'une  balle  dans  un  fusil  de  mu- 
nition. IV1.  le  capitaine  Il  avez  et  M.  Siemens  ont  encore 
donné  des  appareils  de  ce  genre.  Enfin  M.  le  commandant 
Martin  de  Brettes  a  résumé  et  perfectionné  ces  divers 
moyens  dans  son  pendule  électro-balistique. 

Le  pendule  se  meut  devant  un  papier  fixé  sur  une  pla- 
que de  cuivre.  11  porte  un  petit  style  qui  se  ment  assez 
près  du  papier  pour  que  l'étincelle  puisse  jaillir  entre  la 
plaque  et  lui,  en  perçaut  le  papier  à  l'instant  voulu.  Il  porte 
en  outre  un  fer  doux  qui  sert  à  le  maintenir  au  repos  dans 
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une  position  horizontale  par  son  attraction  pour  un  électro- 
aimant.  Ce  dernier  reçoit  le  courant,  et  par  suite  la  vertu 
magnétique,  de  fils  qui  comprennent  dan9  leur  circuit  le 
canon  de  fusil,  de  manière  à  fermer  ce  circuit  quand  le 
chien  est  bandé,  et  à  le  rouvrir  à  l'instant  de  sa  chute.  Lors 
donc  que  l'on  presse  la  détente,  l'attraction  cesse  et  le  pen- 
dule commence  son  mouvement.  Voyons  ce  qui  arrive  dans 
la  suite  de  l'expérience. 

Sur  le  trajet  de  la  balle  on  a  ménagé  deux  cibles  à  20  et 
3o  mètres,  par  exemple,  de  la  bouche  à  feu.  Elles  sont  for- 
mées de  cadres  suspendus  par  deux  ficelles,  et  garnis  d'un 
fil  métallique  continu  qui  s'étend  d'un  bout  à  l'autre  en 
forme  de  grille,  trop  resserrée  pour  que  la  balle  puisse  passer 
sans  briser  au  moins  un  des  barreaux.  Or,  ces  fils,  qui  font 
partie  l'un  et  l'autre  du  circuit  d'appareils  d'induction  de 
Ruhmkorir,  communiquent,  l'un  avec  la  plaque  de  cuivre 
porte-papier,  l'autre  avec  le  pendule.  Le  passage  de  la  balle 
en  brisant  le  premier  interrompt  le  courant  inducteur,  le 
courant  induit  se  manifeste,  l'étincelle  jaillit  et  perce  le 
papier.  Le  même  phénomène  a  lieu,  en  sens  inverse,  au 
passage  à  la  seconde  cible,  et  le  papier  se  trouve  troué  de 
nouveau. 

On  retrouve  ainsi  après  coup  la  trace  des  positions  du 
pendule  aux  passages  à  travers  la  cible.  La  formule  de  son 
mouvement  permettant  d'évaluer  la  durée  qui  les  sépare, 
on  connaîtra  le  temps  employé  pour  franchir  l'intervalle 
des  cibles,  et  par  suite  la  vitesse  du  projectile. 

En  conservant  le  principe  de  la  mesure  du  temps  par  l'in- 
tervalle des  deux  traces  d'étincelles,  MM.  Martin  de  Brettes 
et  Hardy  ont  récemment  modifié  la  disposition  de  l'appa- 
reil. Dans  ce  nouveau  chrono graphe,  l'étincelle  jaillit  entre 
la  plaque  porte-papier  et  une  aiguille  tournante  dont  la 
rotation  est  régularisée  par  un  pendule  conique.  On  arrive 
par  là,  en  se  servant  du  vernier  pour  améliorer  les  lec- 
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turcs,  à  une  appréciation  satisfaisante  de  ~   de  seconde. 

M.  F.-P.  Leroux  a  été  conduit,  pour  ài  cherches  qui 
n'ont  pas  encore  été  publiées,  à  l'emploi  v'nn  moyen  ana- 
logue. Le  mouvement  auquel  il  rapporte  l'observation,  au 
lieu  d'être  celui  du  pendule,  est  simplement  le  mouvement 
vertical  des  corps  pesants.  On  emploie  un  mobile  très- 
lourd,  pour  atténuer  les  effets  de  la  résistance  de  l'air. 
L'étincelle  éclate  entre  ce  corps  et  une  plaque  porte-papier 
en  deux  points  différents,  et  les  formules  connues  de  ce 
mouvement  permettent,  après  coup,  de  déterminer  l'inter- 
valle qui  a  dû  s'écouler  entre  ces  deux  positions. 

302.  Vitesses  de  fluides.  —  Les  appareils  de  ce  genre 
peuvent  servir  dans  deux  buts  différents  :  pour  connaître  la 
vitesse  d'un  courant  liquide,  ou  pour  trouver  celle  d'un 
navire  qui  se  déplace  dans  une  eau  stagnante. 

Pour  les  graduer  on  les  installe  à  l'extrémité  d'une 
longue  pièce  qui  tourne  au-dessus  de  la  surface  d'une  eau 
stagnante  avec  des  vitesses  connues,  et  on  inscrit  celte 
vitesse  à  la  place  de  la  lecture  faite. 

303.  Tube  de  Pi  lot,  —  Pour  apprécier  la  vitesse  d'un 
courant,  on  y  plonge  un  tube  vertical  recourbé  horizonta- 
lement à  la  partie  inférieure,  qui  se  termine  par  un  enton- 
noir (Pl.  XF,Jig,  243).  Si  on  le  met  à  contre-courant, 
le  liquide  qui  tend  à  s'y  engouffrer  élèvera  le  niveau  dans 
le  tube  d'une  certaine  quantité  d'après  laquelle  on  jugera 
de  la  vitesse. 

Sympiézomètre  de  Darcy,  —  Si  on  place  le  tube  de 
Pi  lot  d'une  manière  inverse,  c'est-à-dire  dans  le  sens  du 
courant,  il  s'établit  une  sorte  de  succion  qui  déprime  au 
contraire  le  niveau  de  l'eau  dans  le  tube,  d'une  quantité  à 
la  vérité  plus  faible  que  la  précédente  et  difficile  à  appré- 
cier exactement,  parce  qu'elle  se  trouve  en  contre-bas  de 
la  surface  du  courant. 
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M.  Baumgarten  a  réuni  les  deux  effets  dans  un  sympiê- 
zomètre différentiel,  d'après  M.  Darcy  (PL  XV,  fig.  244). 
Les  tubes  direct  et  inverse  de  Pitot  sont  mis  en  commu- 
nication l'an  avec  l'autre  à  leur  partie  supérieure.  Déplus, 
une  tubulure  permet  de  raréfier  l'air  avec  la  bouche  dans 
cette  région,  de  manière  à  élever  les  deux  niveaux  d'une 
même  quantité  au-dessus  de  celui  de  la  rivière.  On  obtient 
par  là  un  double  avantage  :  en  premier  lieu,  on  facilite  les 
lectures,  et  en  outre  011  augmente  la  quantité  qu'il  s'agit 
d'apprécier  et  qui  est  devenue  la  somme  des  deux  précé- 
dentes, à  savoir,  la  différence  des  niveaux  dans  les  deux 
tubes. 

304.  Pendule  hydraulique.  —  On  peut  se  servir  encore 
d'une  boule  plus  lourde  que  l'eau  et  suspendue  a  l'extré- 
mité d'un  fil.  En  la  plongeant  dans  le  courant,  on  verra  le 
fil  s'écarter  de  la  verticale  d'uue  quantité  variable  avec  la 
vitesse,  et  capable  par  conséquent  d'en  fournir  la  mesure 
par  une  graduation  préalable.  Nous  reviendrons  plus  tard 
(-428)  sur  la  théorie  de  cet  appareil. 

305.  Moulinet  de  Woltmann.  — L'organe  essentiel  est, 
sur  une  échelle  réduite,  celui  des  moulins  à  vent,  c'est-à- 
dire  une  roue  qui  porte  des  palettes  biaises  dont  l'obliquité 
se  succède  toujours  dans  le  même  sens.  L'axe  étant  disposé 
dans  la  direction  du  courant,  les  eflbrls  se  décomposent  en 
forces  parallèles  à  Taxe  qui  restent  sans  effet  (car  le  mou- 
linet est  amarré  à  un  point  fixe),  et  d'autres  perpendicu- 
laires qui  font  tourner  la  roue;  la  rapidité  de  cette  rotation 
permet  de  juger  de  celle  du  courant. 

Deux  accessoires  sont  encore  nécessaires  pour  le  jeu  de 
l'appareil  :  un  compteur  décimal  pour  enregistrer  le  nom- 
bre de  tours  (297),  et  un  embrayage  que  l'on  manœuvrera 
avec  une  ficelle,  attendu  que  l'appareil  est  immergé.  Il  est 
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nécessaire  en  effet  de  ne  commencer  à  évaluer  le  nombre 
de  tours  que  lorsque  la  vitesse  de  régime  est  bien  établie. 

cinémomètre  Combes.  —  Un  appareil  analogue,  con- 
struit, d'après  les  indications  de  M.  Combes,  en  ivoire  et 
avec  une  grande  légèreté,  sert  à  apprécier  la  vitesse  des  cou- 
rants d'air  dans  l'intérieur  des  travaux  de  mines. 

306.  Lochomèlre.  —  L'organe  essentiel  du  lochomètre 
est  l'hélice,  que  l'on  peut  considérer  comme  dérivant  du 
moulinet  de  Wohmann,  en  ce  que  les  diverses  aubes  se 
disposent  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  au  lieu  d'être  implan- 
tées sur  le  même  point  de  l'arbre.  Cette  hélice  est  empri- 
sonnée dans  un  tube  en  U  renversé,  dont  les  deux  branches 
verticales  se  recourbent  dans  le  même  plan  et  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'autre.  Ce  tube,  ouvert  aux  deux  extrémités, 
est  placé  dans  le  plan  vertical  de  symétrie  d'un  navire. 
L'eau  le  traverse  dans  le  mouvement  relatif  qu'elle  possède 
par  rapport  à  la  coque  en  mouvement.  La  rapidité  variable 
de  cette  vitesse  de  passage  se  communique  à  l'hélice,  et  de 
celle-ci  à  un  compteur  qui  note  avec  une  précision  satis- 
faisante le  chemin  parcouru. 

SU- 

ENREGISTREURS. 

307.  Les  enregistreurs  sont  des  appareils  manœuvres 
par  l'organe  lui-même  dont  il  s'agit  d'apprécier  la  loi  de 
mouvement.  Ils  fournissent  le  tracé  d'une  courbe  dont 
l'examen  renseigne  après  coup  sur  les  circonstances  du 
mouvement. 

Dans  un  premier  genre,  la  courbe  est  tracée  matérielle- 
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ment  et  subsiste  après  l'expérience.  Dans  un  autre,  elle  ne 
constitue  qu'une  apparence  lumineuse. 

Piiemier  genre. —  Enregistreurs  à  cotirhe. 
Second  genre.  —  Enregistreurs  optiques. 

308.  Enregistreurs  à  courre.  —  La  courbe  est  tracée, 
soit  par  nn  crayon  sur  une  bande  de  papier,  soit  par  une 
pointe  sèche  sur  un  disque  enduit  de  noir  de  fumée. 

Ces  appareils  servent  particulièrement  pour  des  mouve- 
ments d'une  rapidité  telle,  qu'ils  échappent  à  l'observation 
directe,  comme  la  chute  d'un  chien  de  fusil,  l'élévation  de 
la  soupape  du  bélier  hydraulique,  etc.  Il  est,  d'après  cela, 
nécessaire  d'apporter  une  grande  précision  dans  Tappré- 
ciation  du  temps,  et  on  éprouve  à  cet  égard  une  grande 
difficulté,  attendu  que  les  appareils  d'horlogerie  (rue  l'on 
emploie  pour  produire  de  prétendus  mouvements  uni- 
formes ne  fournissent  au  fond  que  des  mouvements  pério- 
diques (251),  A  la  vérité,  la  période  est  très-courte,  mais  la 
durée  du  mouvement  proposé  lui  étant  comparable,  l'ap- 
pareil ne  peut  dans  ces  conditions  servir  d'une  manière 
satisfaisante  à  la  mesure  du  temps. 

On  lève  cette  difficulté  par  l'emploi  du  diapason.  En 
même  temps  que  la  pointe  traçante  marque  la  courbe  prin- 
cipale sur  la  bande  de  papier  qui  se  dérobe  d  un  mouvement 
à  peu  près  uniforme,  une  seconde  pointe,  fixée  au  diapason 
que  l'on  a  mis  en  vibration  sonore,  marquera  une  courbe 
accessoire  de  forme  sinueuse.  Comme  on  sait  que  les  petits 
mouvements  des  corps  élastiques  sont  isochrones,  il  en  faut 
conclure  que  des  intervalles  de  temps  égaux  se  sont  écoulés 
entre  les  instants  auxquels  ont  été  marqués  les  points 
maxima  et  rm'nima.  On  obtient  ainsi  pour  la  courbe  princi- 
pale une  série  d'ordonnées  (ou  de  rayons  vecteurs,  suivant 
le  mode  de  tracé)  qui  correspondent  à  coup  sûr  à  des  inter- 
valles de  temps  égaux,  bien  que  les  apparences  en  averris- 
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sent  ordinairement  assez  mal  sur  la  figure.  On  eonstruira 
'alors,  pour  plus  de  clarté,  une  nouvelle  épure  en  reportant 
à  des  intervalles  égaux  ces  ordonnées  ou  w  rayons  vec- 
teurs. On  tracera  ainsi,  après  coup  et  par  points,  la 
courbe  qui  eût  été  obtenue  directement,  si  Ton  avait  pu 
disposer  d'un  mouvement  rigoureusement  uniforme. 

Pour  donner  une  idée  du  degré  de  précision  que  ce  pro- 
cédé permet  d'atteindre,  supposons  qu'on  se  serve  du  dia- 
pason normal  qui  exécute  896  vibrations  par  seconde  à 
i5  degrés  centigrades  ;  la  durée  d'une  vibration  sera  ^  de 
seconde  ;  comme,  du  reste,  on  est  sûr  de  ne  pas  se  tromper 
d'une  demi-division,  l'erreur  possible  est  de  7—  de  seconde. 
On  remarquera,  de  plus,  que  rien  n'empêche  de  se  servir 
d'un  diapason  plus  aigu,  pour  pousser  plus  loin  l'approxi- 
mation. 

309.  On  a  employé  un  appareil  analogue  pour  compter 
les  vibrations  des  bouches  à  feu.  On  leur  adapte  pour  cela 
un  style  qui  trace  sur  le  cylindre  une  courbe  sinueuse. 
Pour  éviter  la  superposition  de  ces  courbes  après  un  tour 
complet,  on  peut  attribuer  au  cylindre,  au  lieu  d'une  rota- 
tion, un  mouvement  hélicoïdal  qui  met  mieux  en  évidence 
les  différentes  spires  de  la  courbe. 

On  peut  encore  se  servir  de  ce  procédé  pour  comparer 
les  nombres  de  vibrations  des  intervalles  music^k  en  fai- 
sant tracer  des  courbes  n  plusieurs  diapasons  sur  une  même 
plaque,  dont  le  mouvement  peut  alors  être  à  peu  près 
conque. 

Le  même  principe  a  été  encore  appliqué  pour  l'étude 
des  mouvements  du  cœur,  à  l'aide  d'un  instrument  nommé 
s phygmo graphe,  inventé  par  Vierordt  et  perfectionné  par 
MM.  Buissou  et  Marey.  Les  battements  sont  transmis  par 
des  tubes  pleins  d'air  à  une  membrane  très-élastique,  et  de 
là  à  une  répétition  de  leviers  destinés  à  en  amplifier  l'ex- 
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cursion.  Une  ou  plusieurs  pointes  traçantes  sont  manœn- 
vrées  par  ces  leviers  devant  un  cylindre  tournant,  sur  lequel 
ils  tracent  la  courbe  représentative. 

310.  Appareil  de  M.  le  général  Morin.  —  Cet  appa- 
reil a  été  imaginé  pour  la  vérification  des  lois  de  la  pesan- 
teur. La  formule  des  hauteurs  étant 

et  les  abscisses  se  succédant  d'un  mouvement  uniforme, 

x  =  vt; 

leur  relation 


montre  que  la  courbe  tracée  par  une  pointe  pesante  dans 
sa  chute  sera  une  parabole. 

Pour  faciliter  l'application  du  principe,  au  lieu  de  faire 
avancer  la  bande  de  papier  par  une  translation  horizontale, 
on  l'enroule  sur  un  cylindre  qui  tourne  sur  son  axe,  et  on 
laisse  tomber  la  pointe  le  long  d'une  génératrice.  C'est 
après  le  déroulement  que  la  courbe  prend  la  forme  d'une 
parabole  plane. 

311 .  Appareil  tV Ey  telwein .  —  Cet  appareil  a  été  ima- 
giné pour  apprécier  la  loi  de  mouvement  de  la  soupape  du 
bélier  hydraulique,  qui  se  soulève  avec  une  extrême  rapi- 
dité et  des  alternatives  de  repos  aux  deux  extrémités  de  la 
courbe. 

Pour  cela  on  fait  porter  à  la  tige  la  pointe  traçante  et  on 
dispose  en  regard  un  rouleau  A  qui  sert  seulement  de  point 
d'appui  à  la  bande  de  papier  (Pl.  XV,  Jig.  245),  celle-ci 
est  entraînée  du  rouleau  B  par  le  rouleau  C  manœuvré  par 
le  mouvement  d'horlogerie  D. 

ai 
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On  remarquera  l'interposition  de  la  fusée  conique  E 
qu'il  convient  d'introduire  dans  tous  les  appareils  à  bande. 
En  effet,  si  on  admet  l'uniformité  de  la  rotation  de  D,  ou  de 
la  traction  de  la  corde,  c'est-à-dire  celle  delà  vitesse  angu- 
laire de  C,  on  n'obtiendra  pas  pour  cela  une  translation 
régulière  de  la  bande,  car  elle  est  le  produit  de  celte  vi- 
tesse angulaire  constante  par  la  dislance  à  l'axe,  qui  se  com- 
pose du  rayon  de  C  plus  la  somme  des  épaisseurs  enroulées 
à  chaque  tour.  On  évite  cet  inconvénient  en  employant  le 
tronc  de  cône  E  dont  le  petit  et  le  grand  rayon  sont  égaux  à 
ceux  de  C  avant  et  après  l'enroulement  de  /*  épaisseurs.  On 
trace  une  spirale  de  n  tours  sur  ce  cône  et  on  y  engage  la 
corde.  On  voit  que  dans  ces  conditions  elle  agira  constam- 
ment à  la  même  distance  de  l'axe  que  le  papier,  et  comme 
son  mouvement  est  uniforme,  il  en  sera  de  même  de  celui  de 
la  bande,  la  vitesse  angulaire  de  C  allant  sans  cesse  en  di- 
minuant. 

312.  Disque  tournant  de  M.  le  général  Mon'n.  —  Cet 
appareil  a  été  employé  pour  la  vérification  des  lois  du 
frottement  et  pour  l'étude  du  mouvement  d'un  chien  de 
fusil. 

On  adapte  un  plateau  à  l'arbre  dont  on  veut  déter- 
miner la  loi  de  rotation  (PL  XF,Jîg.  246).  Un  mouve- 
ment d'horlogerie  fait  tourner  suivant  le  petit  cercle  NN' 
une  pointe  traçante  dans  l'espace  absolu.  Si  donc  le  plateau 
reste  immobile,  le  style  y  marquera  ce  cercle;  mais  si  le 
plateau  marche,  il  tracera  une  certaine  courbe  MM'.  On 
peut  d'après  cette  ligne  retrouver  les  angles  dont  l'arbre 
a  tourné  pour  des  intervalles  de  temps  donnés,  de  manière 
a  en  déduire  la  loi  du  mouvement. 

En  ellct,  lorsque  le  style  a  marqué  le  point  M,  il  était  à 
la  distance  MO  du  centre  du  plateau,  et  comme  ce  centre 
csl  fixe,  il  se  trouvait  dans  l'espace  sur  le  cercle  MN.  Mais 
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eu  réalité  ce  style  décrit  le  petit  cercle  NN'.  11  occupait 
donc  à  l'instant  en  question  la  position  N. 'Il  était  de  même 
en  IV  lorsqu'il  a  marqué  le  point  M',  et  par  conséquent, 
pendant  qu'il  s'est  déplacé  de  JSiV,  c  est-à-dire  pendant  le 
temps  marqué  par  cette  rotation  uniforme,  le  plateau  a 
tourné  de  l'angle  MOM'. 

313.  Tachombtre.  —  Comme  disposition,  le  tachomè- 
tre  ne  diiî'ère  pas  du  régulateur  de  Flaud  (200)  (/V.  XV, 
fig.  ^37),  mais  ses  fonctions  sont  très-différentes.  On  s'en 
sert  dans  le  contrôle  des  chemins  de  fer  pour  constater  qu'à 
aucun  instant  la  vitesse  du  train  n'a  dépassé  la  limite  régle- 
mentaire. 

A  cet  effet,  l'extrémité  des  ressorts  porte  une  pointe  tra- 
çante qui  se  rapproche  d'autaut  plus  du  centre  du  plateau 
que  les  boules  s'écartent  davantage,  c'est-à-dire  que  la 
vitesse  de  l'arbre  ou  celle  du  train  vont  elles-mêmes  en 
croissant.  Le  plateau  tournant  uniformément  au-dessous, 
la  courbe  ainsi  tracée  indique  par  la  variation  de  son  rayon 
vecteur  celle  de  la  vitesse.  Le  contrôle  se  réduit  alors  à 
vérifier  qu'elle  ne  pénètre  pas  au  dedans  d'un  certain  cercle. 

314.  Enregistreurs  optiques.  —  Dans  ces  nouveaux 
appareils  la  courbe  n'existe  plus  matériellement.  Elle 
n'est  que  la  trajectoire  d'un  point  lumineux  animé  d'un 
mouvement  rapide,  et  son  apparence  tient  à  la  persistance 
de  l'impression  des  objets  lumineux  sur  la  rétine. 

Kalcidophonc  de  TFheatstone.  —  On  peut  rattachera 
ce  principe  \ahaléidophone,  constitué  simplement  d'une 
petite  sphère  étamée  qui  présente,  dans  toutes  ses  positions, 
un  point  brillant  et  qu'on  installe  à  l'extrémité  d'une  lige 
élastique  pour  en  étudier  les  vibrations.  La  section  de  celte 
tige  est  rectangulaire.  Il  s'ensuit  que  des  déviations  impri- 
mées séparément  dans  les  plans  de  symétrie  produiront 
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des  vibrations  dans  ces  mêmes  plans.  Tout  autre  mode  de 
déviation  participera  plus  ou  moins  de  l'un  ou  l'autre,  et 
déterminera  une  vibration  curviligne  qui  sera  la  résultante 
des  deux  premières  et  que  la  courbe  brillante  mettra  en 
évidence. 

Miroirs  vibrants  de  M.  Lissajoux. — Dans  une  étude  très- 
complète  dont  nous  ne  pouvons  indiquer  ici  que  le  prin- 
cipe, M.  Lissajoux  a  employé  deux  diapasons  qui  portent 
des  miroirs  sur  l'une  de  leurs  branches.  Si  un  point  lumi- 
neux se  reflète  dans  un  de  ces  miroirs,  il  produira  une 
image  qui,  dans  le  repos,  sera  un  point,  et  qui  se  déplacera 
en  ligne  droite  lorsque  le  diapason  vibrera  dans  son  propre 
plan.  Si  cette  image  se  reflète  dans  le  miroir  du  second  dia- 
pason, et  que  celui-ci  soit  au  repos,  il  n'y  aura  rien  de 
changé;  s'il  vibre  dans  le  même  plan  que  le  premier, 
l'image  éprouvera  un  déplacement  rectiligne  qui  sera  la 
somme  ou  la  différence  des  deux  5  enfin,  si  le  second  diapa- 
son est  placé  dans  un  plan  rectangulaire,  l'image  partici- 
pera des  deux  déplacements  composants  et  prendra  un  mou- 
vement curviligne. 

La  nature  de  la  courbe  dépendra  de  la  tonalité  relative 
'ou  du  rapport  des  nombres  simultanés  de  vibrations  et 
aussi  de  la  phase  de  cette  vibration,  c'est-à-dire  de  la  coïn- 
cidence ou  du  degré  de  non-concordance  des  extrémités  de 
chaque  excursion. 

M.  Lissajoux  a  imaginé  également  un  appareil  ingénieux 
qui  trace  les  courbes  résultant  des  vibratious  distinctes  en 
abscisse  et  en  ordonnée  pour  toutes  les  combinaisons  de 
tonalité  et  de  phase.  On  se  le  représentera  en  imaginant 
deux  axes  reliés  par  des  engrenages  mobiles  que  Ton  peut 
remplacer  à  volonté  par  d'autres  présentant  un  rapport 
différent  de  vitesses,  et  par  suite  de  nombres  de  vibrations 
par  seconde  dans  la  transmission  qu'ils  produisent.  Ces 
arbres  portent  en  outre  des  excentriques  circulaires  dont  les 
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cadres  se  meuvent  dans  des  sens  qui  sont  pour  l'un  horizontal 
et  pour  l'autre  vertical,  et  avec  des  lois  de  mouvement  que 
nous  savons  être  sinusoïdales  (72)  comme  celles  des  corps 
élastiques,  sonores  ou  lumineux  qui  forment  l'objet  de  cette 
étude.  Enfin  le  calage  des  excentriques  est  variable,  ce  qui 
permet  de  modifier  la  phase  relative  des  deux  vibrations. 
Les  deux  cadres  portent  des  rainures  rectilignes  perpen- 
diculaires à  leur  mouvement;  la  pointe  traçante  engagée 
dans  ces  rainures  participe  forcément  aux  deux  translations 
et  prend  le  mouvement  résultant. 
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CHAPITRE  XX. 

INDICATEURS  DYNAMIQUES. 

SI- 
DYNAMOMÈTRES. 

315,  Les  dynamomètres  sont  des  appareils  destinés  à  la 
mesure  du  travail.  Ce  terme  a  été  détourné  par  là  de  sa 
véritable  signification.  Il  désignait  dans  le  principe  des 
appareils  à  ressort  dont  il  sera  question  plus  tard  (328)  et 
qui  servent  à  apprécier  l'intensité  des  forces.  Aujourd'hui 
le  mot  est  presque  exclusivement  réservé  pour  la  mesure 
du  travail. 

INous  distinguerons  dans  cette  catégorie  deux  genres 
très-dilîérents  : 

Premier  genre. —  Dynamomètres  à  ressort. 
Second  c.emie.  —  Dynamomètres  à  frottement. 

3H>.  Dynamomètres  a  ressort.  —  Généralités.  — Les 
dynamomètres  de  ce  genre  présentent  trois  parties  princi- 
pales :  un  organe  sensible  aux  variations  de  la  force,  un  or- 
gane qui  participe  aux  variations  du  déplacement,  et  en 
outre  quelques  pièces  accessoires  dont  je  parlerai  plus  loin. 

Organe  sensible  aux  variations  de  la  force.  —  Cet 
organe  est  un  ressort,  et  on  se  fonde  sur  ce  principe  que  les 
petites  déformations  des  corps  élastiques  sont  proportion- 
nelles aux  elVorts  qui  les  produisent  (4G6). 
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Ce  ressort  peut  être  du  reste  une  hélice  à  boudin,  comme 
dans  l'indicateur  de  Watt  (320)}  une  simple  flasque  d  épais- 
seur décroissante,  comme  dans  la  manivelle  dynamomé- 
trique (319)  ;  un  ressort  tel  que  ceux  des  voitures,  comme 
dans  le  dynamomètre  de  traction  (319).  La  forme  de  ces 
derniers  est  très-rationnelle.  C'est  celle  des  solides  d'égale 
résistance  (ehap.  XXV III)  déterminée  pour  offrir  dans  toutes 
ses  parties  la  même  fatigue.  Par  là  on  augmente  la  sensi- 
bilité du  ressort  en  le  dégageant  de  tout  ce  qui  n'est  pas 
nécessaire  à  sa  solidité;  il  serait  inutile  en  effet  de  le  ren- 
forcer sur  un  point  plus  que  sur  un  autre,  attendu  que  ce 
serait  toujours  au  poiut  le  plus  faible  qu'aurait  lieu  la  rup- 
ture. 

317.  Organe  sensible  aux  variations  du  déplacement. 
—  Un  premier  mode  consiste  dans  l'emploi  d'un  appareil 
à  bande  cpii  se  déroule  proportionnellement  à  l'espace  par- 
couru. L'abscisse  représente  l'espace,  et  l'ordonnée  ou  le 
déplacement  du  style  qui  est  porté  sur  le  ressort,  la  force  ; 
le  travail  sera  donc  l'aire  de  la  courbe.  On  l'obtiendra  par 
les  formules  de  quadratures  approchées  de  Simpson,  du 
général  Poncelet,  etc.,  ou  plus  simplement  encore  en  do- 
coupant  le  papier  et  le  pesant.  On  monte  ordinairement 
sur  la  partie  fixe  un  second  style  qui  théoriquement  de- 
vrait tracer  l'axe  des  abscisses,  et  qui  en  réalité  fournit 
une  ligue  un  peu  irrégulière,  en  raison  des  mouvements  de 
trépidation.  C'est  alors  Taire  comprise  entre  les  deux 
courbes  qu'il  convient  de  mesurer. 

Un  second  mode  consiste  dans  l'emploi  d'un  galet  tota- 
liseur (  10).  Nous  avons  vu  que  dans  cet  organe  le  nombre 
de  tours  de  la  roulette  est  en  raison  composée  de  la  rota- 
tion du  plateau  ou  du  déplacement,  et  de  l'écarlement  du 
centre  sous  l'influence  du  ressort,  c'est-à-dire  de  la  torce. 
Ce  nombre  sera  donc  proportionnel  au  travail. 
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L'emploi  du  galet  totaliseur  est  assez  peu  pratique,  at- 
teudu  que  la  possibilité  du  glissement  ôte  toute  valeur  à  ses 
indications.  M.  Laboulaye  a  proposé  de  lui  Substituer  l'or- 
gane essentiel  de  l'arilhmaurel  (148),  qui  sert,  comme 
nous  l'avons  vu,  à  effectuer  une  multiplication,  et  qui  four- 
nirait d'après  cela  le  produit  de  la  force  par  l'espace. 

Quel  que  soit  le  mode  employé,  une  expérience  directe 
est  toujours  nécessaire  pour  pouvoir  interpréter  le  résultat 
numérique  et  pour  convertir  en  kilogrammètres  le  nombre 
de  mètres  carrés  ou  le  nombre  de  tours  fournis  par  l'appa- 
reil. A  cet  effet  on  tendra  le  ressort  d'une  manière  con- 
stante par  un  poids  connu.  On  décrira  un  chemin  mesuré 
d'avance,  et  on  en  déduira  facilement  le  travail  déve- 
loppé. La  lecture  obtenue  sur  l'appareil  fera  alors  con- 
naître le  rapport  de  conversion  de  ses  indications  en  kilo- 
grammètres. 

318.  Organes  de  connexion.  —  On  emploie  pour  la 
connexion  du  dynamomètre  et  de  la  machine  deux  modes 
différents.  On  peut  d'abord  l'intercaler  entre  la  force  mo- 
trice et  la  machine  :  c'est  le  cas  des  dynamomètres  de  trac- 
tion ou  de  rotation  (319).  Il  doit  être  alors  construit  soli- 
dement pour  résister  à  cet  effort,  et  sera  par  suite  d'autant 
moins  sensible.  On  peut  au  contraire  l'installer  à  part, 
comme  dans  l'indicateur  de  Watt  ou  de  Clair  (320).  On 
lui  donne  alors  plus  de  légèreté  et  de  sensibilité. 

Au  point  de  vue  de  l'espace,  la  connexion  doit  nécessaire- 
ment s'effectuer  a  l'aide  d'organes  de  transmission  uni- 
forme, c'est-à-dire  de  rapport  de  vitesse  constant.  Nous 
en  avons  rencontré  un  grand  nombre.  Les  plus  emmVfes 
pour  cet  usage  sont  les  engrenages  et  les  courroies^ms  Gn. 
Je  rappellerai  que  pour  les  appareils^à^jande,  l'interposi- 
tion d'une  fusée  régulatrice  est  nécessaire  (311). 

Il  est  enfin  indispensable  d'établir  pour  la  connexion  de 
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l'espace  un  embrayage,  aGn  de  n'établir  cette  relation  et 
de  ne  commencer  les  mesures  que  lorsque  l'état  de  régime 
est  définitivement  établi,  en  écartant  les  irrégularités  de  la 
mise  en  marche. 

» 

319.  Exemples.  —  Dynamomètre  de  traction.  —  Cet 
appareil,  dû  à  M.  le  général  Poneelet,  sert  pour  les  charrues 
et  les  fourgons  d'artillerie  (Pl.  XVI,  fig.  247).  Le  ressort 
est  analogue  à  celui  des  voitures,  et  transmet  au  véhicule 
la  traction  du  moteur.  L'appareil  est  à  bande,  la  connexion 
par  courroie.  L'embrayage  est  un  manchon  (232). 

Manivelle  dynamométrique.  —  Ce  système,  dû  à  M.  le 
général  Morin,  est  employé  pour  apprécier  le  travail  de 
l'homme  à  la  manivelle  (Pl.  XVI,  Jig.  ifô).  Le  ressort 
est  une  flasque  prise  dans  un  cadre  qui  figure  celui  de  la 
manivelle  et  serait  fou  sui*  l'arbre  sans  la  présence  de  la 
flasque  qui  transmet  l'effort .  L'appareil  esta  bande,  porté 
sur  le  bras  de  la  manivelle  même.  La  connexion  est  un  en- 
grenage épicycloïdal,  l'embrayage  un  manchon. 

Dynamomètre  de  rotation.  —  On  l'emploie  pour  les 
grandes  machines  de  rotation  (Pl.  XVI,  Jig.  249).  Le  res- 
sort est  un  arc  spiral  pris  dans  la  jante  d'une  poulie  et 
transmettant  la  force;  l'appareil  est  à  bande  ou  à  totali- 
seur, la  connexion  est  un  engrenage  épicycloïdal  \  l'em- 
brayage s'effectue  par  le  passage  de  la  courroie  mobile 
d'une  poulie  ordi naire  sur  la  poulie  dynamométrique  (237  ) . 

320.  Indicateur  de  Watt.  —  Il  est  destiné  aux  ma- 
chines à  vapeur  (Pl.  XVI,  fig.  25o).  On  l'installe  à  part 
sur  une  tubulure  ménagée  tout  exprès  dans  le  fond  du  corps 
de  pompe.  Un  simple  robinet  sert  alors  d'embrayage.  Le 
ressort  est  à  boudin  pris  dansuu  cylindre  métallique*,  il  bute 
sur  le  fond  et  porte  un  petit  piston  qui  reçoit  la  pression  de 
la  vapeur.  L'appareil  est  à  bande  et  ordinairement  réduit  à 
un  seul  tour  de  papier  qu'on  enroule  autour  d'un  cylindre 
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oscillant.  Celui-ci  csl  tiré  dans  un  sens  par  une  cordelette 
attachée  au  balancier:  un  ressort  intérieur  le  ramène  quand 
le  balancier  redescend*  Les  deux  arcs  de  la  courbe  corres- 
pondant à  la  pression  motrice  dans  la  première  demi-course, 
et  à  la  contre-pression  du  condenseur  dans  la  seconde,  se 
trouvent  ainsi  disposes  l'un  au-dessous  de  l'autre.  Le  travail 
effectif,  différence  des  deux,  sera  donc  représenté  par  Taire 
intérieure  de  la  courbe  fermée.  Pour  se  mettre  à  l'abri 
d'une  erreur  accidentelle,  on  laisse  faire  un  assez  grand 
nombre  de  courses  dont  les  traits  se  superposent,  et  on  dé- 
coupe une  ligne  moyenne. 

Indicateur  de  Clair.  —  Cet  appareil  ne  diflère  du  pré- 
cédent qu'en  ce  que  le  mouvement  de  la  bande  est  rendu 
progressif  comme  à  l'ordinaire  au  lieu  d'être  alternatif.  Par 
là  on  évite  la  confusion  qui  résulte  de  la  superposition*  des 
tracés.  Pour  y  arriver,  on  dispose  sur  Taxe  oscillant  des  sail- 
lies qui  figurent  ce  qui  resterait  d'une  vis  triangulaire,  si  on 
la  coupait  par  une  vis  de  sens  contraire  montée  sur  le  mèuie 
noyau  ;  puis  on  fait  engrener  celte  pièce  avec  deux  por- 
tions de  tore  filetées  comme  les  écrous  de  chacune  de  ces 
vis  (Pl.  XI  J,  Jig.  a5i).  Chaque  oscillation  de  Taxe  im- 
prime à  ces  roues  deux  rotations  contraires  et  qui  changent 
chacune  de  sens  en  même  temps  que  l'axe.  Ces  roues  agis- 
sent sur  l'axe  de  l'appareil  à  bandes  par  l'intermédiaire  de 
deux  encliquetages  Dobo,  disposés  en  même  sens  (380). 
Par  là  elles  n'agissent  sur  cet  axe  que  dans  un  même  sens, 
et  de  plus  il  y  en  a  toujours  une  et  une  seule  qui  transmet 
le  mouvement. 

321 .  Dynamomètre  de  frottement.  — Frein  de  Prony. 
—  L'emploi  de  cet  appareil  nécessite  la  suppression  mo- 
mentanée de  la  résistance  utile  à  laquelle  est  appliquée  la 
machine.  On  y  supplée  en  entourant  l'arbre  d'un  manchon 
muni  d'une  tige  que  l'on  saisit  entre  deux  ohstaclcs  fixes 
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de  manière  à  l'empêcher  de  tourner  avec  l'arbre  (Pl.  A77, 
Jïg.  25  a).  On  serre  les  clefs  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  réduit  la 
marche  à  son  état  de  régime  ordinaire;  puis  on  détache  la 
tige  de  l'appui  contre  lequel  elle  bute,  en  plaçant  des  poids 
marqués  dans  un  plateau  de  balance  suspendu  à  son  extré- 
mité. De  cette  manière  le  frein  se  trouve  en  équili bre  sous  l'in- 
fluence de  ces  poids  et  de  l'action  qu'il  reçoit  de  la  machine. 

La  force  en  chevaux  s'obtient  en  divisant  par  jô  le  nom- 
bre de  kilogramnièlres  qui  est  développé  en  une  seconde. 
Comme  le  mouvement  est  de  rotation,  ce  trav  ail  sera  le  pro- 
duit du  déplacement  angulaire  -g~  (si  n  est  le  nombre  de 

tours  par  minute)  par  îa  «somme  des  moments  pris  par 
rapport  à  Taxe,  étendue  à  toutes  les  forces  qui  sont  déve- 
loppées par  l'arbre  sur  le  manchon.  Comme  du  reste  l'équi- 
libre du  manchon,  qui  lie  peut  que  tourner  autour  de  l'axe, 
exige  que  la  somme  algébrique  de  tous  les  moments  qui  le 
sollicitent  soit  nulle,  nous  pourrons  remplacer  la  somme 
précédente  r»ar  le  moment  des  poids  titrés  en  y  comprenant 
le  levier  lui-même.  ZSous  le  représenterons  par  (P  1J)  p, 
en  désignant  par  p  la  longueur  du  levier  horizontal  depuis 
le  point  d'attache  du  plateau  de  balance  jusqu'à  l'aplomb  de 
l'axe  de  l'arbre,  par  P  les  poids  marqués  et  par  II  le  poids 
du  levier  appliqué,  non  à  sou  centre  de  gravité,  niais  à 
l'extrémité,  c'est-à-dire  réduit  dans  le  rapport  des  bras  de 
levier.  On  mesurera  directement  II  daus  une  expérience 
préliminaire  faite  une  fois  pour  toutes.  Pour  cela,  laissant 
le  manchon  libre  de  tourner  autour  de  Taxe,  on  suspendra 
son  extrémité  à  une  corde  passant  sur  une  poulie  et  sup- 
portant un  plateau  de  balance  au  moyen  duquel  on  l'équi- 
li tarera  par  le  poids  11. 

On  obtiendra  ainsi  l'expression  de  la  force  en  chevaux, 

■    mit  f_ 

,T-6T(p  +  ,l)/'' 
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c'est-à-dire 

o,ooi38./>.*(P  -4-n), 

dans  laquelle  p  et  II  sont  deux  constantes  particulières  au 
frein,  n  et  P  les  résultats  de  chaque  expérience. 

SU. 

MANOMÈTRES. 

322.  Les  manomètres  sont  des  appareils  destinés  à  la 
mesure  de  la  pression  des  fluides.  Lorsque  ce  fluide  est 
l'atmosphère  terrestre,  l'instrument  est  appelé  baromètre 
et  sa  théorie  appartient  à  la  Physique.  Je  ne  m'attacherai 
ici  qu'aux  pressions  de  masses  fluides  emprisonnées. 

Nous  distinguerons  trois  genres  de  manomètres  d'après 
le  principe  de  leur  construction  : 

Premier  genre.  —  Manomètres  hydrostatiques. 
Deuxième  genre. —  Manomètres  à  contrepoids. 
Troisième  genre. —  Manomètres  élastiques. 

323.  Manomètres  hydrostatiques.  —  Le  principe  de 
ces  appareils  consiste  à  mettre  en  rapport,  par  le  contact 
immédiat  ou  au  moyen  d'un  matelas  d'air,  le  fluide  proposé 
avec  un  liquide  pesant,  dont  la  face  libre  est  baignée  par 
l'atmosphère.  L'équilibre  de  cette  colonne  liquide  est 
exprimé  par  l'équation 

p  =  pt+ah. 

Dans  cette  formule,  p  désigne  la  pression  qui  s'exerce 
dans  un  plan  horizontal  situé  à  la  hauteur  h  au-dessous  du 
niveau  libre  pour  lequel  on  a  la  pression  atmosphérique  p0  ; 
u  désigne  en  outre  le  poids  de  Puni  té  de  volume  du  liquide. 
On  pourra  donc,  connaissant  n  et  observant  /*  sur  le  mano- 
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mètre,  en  déduire  la  pression  p.  Il  faudra  encore  pour  cela 
déterminer  avec  le  baromètre  la  pression  atmosphérique p0. 
Mais  le  plus  souvent  on  la  suppose  constante  et  représentée 
par  om,j6  de  mercure,  ce  qui  équivaut  à  io3a8  kilo- 
grammes par  mètre  carré.  Souvent  aussi  on  n'a  besoin  de 
connaître  que  la  pression  effective  ou  la  différence  de  l'in- 
térieur à  l'extérieur 

p  — /;,=  ah. 

Si  la  pression  intérieure  devient  moindre  que  celle  de 
l'atmosphère,  /test  négatif  et  le  liquide  s'abaisse  dans  la 
.  branche  extérieure  au-dessous  de  son  niveau  dans  la  bran- 
che intérieure. 

324.  Manomètre  à  air  libre.  —  Il  se  compose  d'un  tube 
recourbé  renfermant  un  liquide  qui  est  ordinairement  le 
mercure,  et  parfois,  pour  de  moindres  pressions,  l'eau  ou 
l'acide  sulfurique. 

Manomètre  Richard.  —  Pour  les  grandes  pressions,  la 
colonne  de  mercure  devrait  atteindre  une  hauteur  considé- 
rable. On  préfère  alors  fractionner  l'action  en  imaginant 
une  série  de  tubes  recourbés  qui  forment  une  ligne  sinueuse, 
et  qui  renferment  des  matelas  d'eau  pour  transmettre  la 
pression  de  l'un  à  l'autre  des  niveaux  de  mercure.  En 
négligeant  l'influence  très-faible  de  ces  colonnes  d'eau,  la 
hauteur  du  manomètre  simple  équivalent  est  la  somme  des 
dénivellations  partielles  dans  les  branches  contigués.  Si  l'on 
s'arrange  pour  que  le  mercure  soit  de  niveau  dans  toutes 
les  branches  à  la  fois,  la  dénivellation  totale  devient  le  pro- 
duit d'une  hauteur  par  le  nombre  de  branches,  produit 
qui  peut  être  effectué  d'avance  dans  la  graduation. 

Manomètre  Ga1j-Cazalat.  —  On  réduit  la  hauteur  de 
la  colonne  mercurielle  en  la  faisant  agir  sur  la  grande  base 
et  recevant  la  pression  inconnue  sur  la  petite  base  d'un 
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piston  différentiel.  On  désigne  sous  ce  nom  le  sy  tème  d'un 
gros  et  d'un  petit  piston  qui  jouent  dans  des  cylindres  de 
même  axe  et  sont  réunis  par  une  tige  solide.  Les  hauteurs 
représentatives  sont  alors  réduites  dans  le  rapport  inverse 
des  sections,  ou  des  carrés  des  rayons  (*). 

325.  —  Manomètres  a  contre-poids.  —  Le  principe 
consiste  à  équilibrer  la  pression  par  un  contre-poids  dont 
la  variation  indique  celle  de  la  pression  elle-même.  Ces 
appareils,  ainsi  que  ceux  du  troisième  genre,  se  graduent 
ordinairement  par  comparaison  avec  un  manomètre  hydro- 
statique, sans  qu'il  y  ait  besoin  pour  cela  de  recourir  à  une 
théorie  qu'il  serait  du  reste  bien  facile  de  formuler. 

Manomètre  Desbordes.  —  Dans  son  premier  modèle, 
aujourd'hui  à  peu  près  inusité,  M.  Desbordes  recevait  la 
pression  sur  un  piston  dont  la  tige  agissait  par  l'intermé- 
diaire d'une  fourchette  sur  un  levier  coudé  muni  d'un 
contre-poids.  Celui-ci  se  trouvait  plus  ou  moins  écarté  de 
la  verticale  du  centre  de  rotation,  de  manière  à  compenser 
par  la  variation  de  son  bras  de  levier  celle  de  la  pression. 
Ce  système  revient  au  fond  à  l'application  du  peson  (331) 
à  la  mesure  des  pressions  fluides. 

Manomètre  Rivais.  —  Cet  appareil  est  fondé  sur  le  prin- 
cipe d'Archimèdc,  d'après  lequel  un  corps  éprouve,  de  la 
part  du  liquide  dans  lequel  on  le  plonge,  une  poussée  égale 
au  poids  du  liquide  déplacé  et  qui  varie  par  suite  avec  le 
deçré  de  l'immersion. 

Le  fluide  intérieur  agit  par  l'intermédiaire  d'un  piston 
sur  un  levier  dont  l'autre  extrémité  est  employée  à  main- 


(»)  C'est,  du  reste,  identiquement  le  principe  de  la  preste  hydraulique, 
ITec  cette  différence  que,  dans  cette  machine,  les  pi  toussent  relie»  parle 
fluide,  au  lieu  de  l'être  par  une  tifje  rigide,  et  que  des  forces  extérieures 
quelconques,  au  lieu  de  pressions  fluides,  leur  sont  apppliquees  directe- 
ment. 
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tenir  dans  un  bain  de  mercure  un  flotteur  en  fer.  Il  s'éta- 
blit  entre  les  deux  forces  un  antagonisme  qui  règle  le  degré 
de  l'immersion.  Ce  dernier  permettra  par  conséquent  de 
mesurer  la  pression. 

Manomètre  Giroud.  —  Le  principe  est  encore  celui 
d'Archimède,  mais  l'inventeur  s'est  proposé  d'obtenir  une 
grande  précision  en  évitant  lus  frottements  et  en  suppri- 
mant pour  cela  tout  point  d'appui.  Le  flotteur  est  une 
cloclic  renversée  sous  laquelle  on  admet  le  gaz,  de  sorte 
que  la  variation  de  la  pression  fera  sortir  ou  rentrer  celte 
cloche  dont  la  hauteur  permettra  de  mesurer  la  pression. 

Pour  analyser  cet  eflet,  supposons  pour  plus  de  simpli- 
cité que  la  section  de  la  partie  pleine  de  la  cloche  soit  égale 
à  celle  du  vide.  Une  variation  de  pression  intérieure  aura 
un  double  eflet.  En  premier  lieu  elle  fera  émerger  la  cloche 
d'une  quantité  telle,  que  le  poids  de  ce  volume  d'eau  soit 
égal  à  l'excédant  de  pression  supporté  par  le  fond  de  la 
cloche.  En  second  lieu,  elle  modifiera  la  dénivellation  du 
liquide,  d'une  hauteur  qui  mesure  cet  accroissement  de 
pression.  Le  produit  de  cette  hauteur  par  la  section  du  vide 
intérieur  ou  du  fond  de  la  cloche  mesure  donc  duue  part 
le  volume  de  liquide  expulsé,  et  d'autre  part  le  volume  qui 
représente  L*efTort  additionnel  supporté  par  le  fond,  c'est- 
à-dire,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  volume  de  pa- 
rois qui  vient  d'émerger  du  niveau  extérieur.  Ces  deux 
espaces  étant  égaux,  il  s'ensuit  que  le  liquide  expulsé  se 
logera  exactement  dans  la  place  laissée  libre  par  la  cloche, 
et  que  le  niveau  extérieur  restera  constant. 

Le  même  eflet  se  produira  si  les  sections  ne  sont  plus 
égales,  mais  conservent  un  rapport  constant.  Le  mouve- 
ment ascensionnel  de  la  cloche  sera  seulement  amplifié 
dans  ce  même  rapport,  mais  le  niveau  extérieur  restera 
encore  invariable. 
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Tout  se  réduit  donc,  pour  obtenir  la  précision  des  me- 
sures, à  réaliser  la  constance  de  ce  niveau,  si  des  causes 
quelconques  viennent  à  l'altérer.  Dans  ce  but,  M.  Giroud 
établit  la  communication  du  bassin  principal  avec  un  réser- 
voir secondaire  qui  reçoit  le  gaz  à  sa  partie  supérieure,  et 
dans  lequel  on  introduit  verticalement  un  certain  nombre 
d'aiguilles,  de  manière  à  ramener  le  niveau  principal  au 
zéro.  Dans  ces  conditions,  M.  Giroud  annonce  une  approxi- 
mation de  yi  de  millimètre. 

326.  Manomètres  élastiques.  —  Le  principe  de  ces 
appareils  consiste  à  faire  subir  l'impression  du  fluide  par 
un  corps  déformable  qui  accusera,  par  l'importance  de  son 
altération,  celle  de  la  pression.  Ordinairement  cette  défor- 
mation influence  directement  une  tige,  et  un  renvoi  quel- 
conque la  transmet  à  une  aiguille  indicatrice. 

Manomètre  à  air  comprimé.  —  Le  corps  déformable 
est  un  matelas  d'air  confiné  par  un  index  de  mercure  et 
dont  le  volume  changera  avec  la  pression.  Cette  varia- 
tion est  à  peu  près  celle  de  la  loi  de  Mariotte,  mais  on  n'a 
nul  besoin  de  l'invoquer  et  on  graduera  l'instrument, 
ainsi  que  les  suivants,  par  comparaison. 

Manomètre  Meyer.  —  Le  corps  déformable  est  un  res- 
sort à  boudin  disposé  à  peu  près  comme  dans  l'indicateur 
de  Watt  (320). 

Manomètres  Desbordes,  Char  ton,  Dedieu ,  Clair, 
Johnson,  Schœferet*  Pfitzenreiter.  —  Le  corps  déformable 
est  une  plaque  d'acier  longitudinale  ou  circulaire,  simple 
ou  double,  qui  fait  flèche  sous  la  pression. 

Manomètres  Bourdon,  Schnitz.  —  Le  corps  défor- 
mable employé  par  M.  Bourdon  est  un  tube  spiral  dont  une 
extrémité  est  Cxe  et  sert  à  l'admission  de  la  vapeur;  l'autre 
est  fermée  pour  retenir  le  fluide  (Pl.  XVI,  fig.  a53).Elle 
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est  mobile  et  elle  agit  sur  une  aiguille  indicatrice.  La  sec- 
tion du  tube  est  une  ellipse  très-aplatie.  La  vapeur  tend  à 
occuper  le  plus  grand  espace  ou  à  rapprocher  ce  profil  de 
la  forme  circulaire.  De  là  des  déformations  qui  modifient 
nécessairement  la  courbure  longitudinale  et  déplacent  l'ex- 
trémité. 

Le  dispositif  de  M.  Schnitz  ne  diffère  du  précédent 
qu'en  ce  que  le  tube,  au  Heu  d'une  spire,  eu  présente  un  cer- 
tain nombre. 

Manomètre  Bossuet.  —  Le  corps  déformable  est  un 
ressort  d'acier,  en  forme  de  V,  qui  sert  de  carcasse  à  une 
sorte  de  soufflet  dont  la  membrane  est  en  cuivre.  La  va- 
peur le  gonile  et  fait  varier  l'ouverture  du  ressort. 

S  in. 

BALANCES. 

327.  Les  balances  servent  directement  à  la  mesure  des 
poids  et  indirectement  à  la  mesure  des  forces  quelconques 
lorsqu'on  les  ramène  à  s'exercer  dans  le  sens  vertical.  On 
les  applique  encore  à  la  mesure  des  masses  d'après  la  for- 
mule 

On  peut  les  répartir  en  deux  genres,  suivant  qu'elles 
emploient  la  déformation  d'un  corps  élastique,  ou  qu'elles 
procèdent  par  comparaison  avec  des  corps  types  qu'on 
appelle  poids  titrés. 

Premier  genre.  —  Dynamomètres  (de  force). 

Second  genre.  —  Balances  (proprement  dites). 

Je  dois  avertir  de  suite  que  ces  dernières  ont  sur  les  ap- 
pareils du  premier  genre  un  avantage  assez  important  pour 

22 
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que  lous  les  perfectionnements  les  aient  prises  pour  objet, 
en  laissant  les  autres  au  second  plan.  On  sait  en  eflet  que 
le  poids  des  corps  change  aux  divers  lieux  de  la  terre,  le 
nombre  g  variant  proportionnellement,  puisque  la  masse 
reste  constante.  Or  les  dynamomètres  fournissent  seule- 
ment la  valeur  de  /?,  de  sorte  qu'il  faudrait  connaître  en 
chaque  lieu  la  valeur  de  g,  pour  pouvoir  appliquer  la  for- 
mule. Les  balances,  au  contraire,  idcnliûent  la  masse  pro- 
posée avec  des  masses  connues.  Leurs  indications  resteront 
donc  constantes,  tandis  que  celles  des  dynamomètres  se- 
raient essentiellement  variables,  si  leur  dcgié  de  précision 
permettait  d'apprécier  ces  petites  différences. 

£'328.  Dynamomètres  (*).  —  Dynamomètre  de  Régnier. 
—  C'est  un  crochet  en  forme  de  V,  dont  les  deux  brandies 
font  ressort  et  se  rapproebent  sous  l'action  du  poids  que 
Ton  suspend  à  la  branche  supéiieure,  en  plaçant  la  branche 
inférieure  horizontalement. 

Dynamomètre  de  traction.  —  C'est  le  système  qui  a 
déjà  été  décrit  sons  le  même  nom  (319),  en  supprimant 
l'appareil  à  bandes  qui  sert  à  mesurer  le  travail  et  le  rem- 
plaçant par  une  aiguille  indicatrice. 

Manivelle  dy  namomé trique.  —  C'est  encore  le  système 
précédent  (319),  dans  lequel  on  remplace  l'appareil  à 
bandes  par  un  petit  arc  gradué,  le  long  duquel  se  déplace 
l'extrémité  de  la  flasque  élastique. 

Pèse-lettres  à  boudin.  —  Il  se  réduit  à  un  ressort  en  hé- 
lice qui  fléchit  sous  le  poids  de  l'objet  placé  sur  un  plateau 
supérieur. 

C'est  encore  le  dispositif  du  dynamomètre  ordinaire  qui 
sert  à  éprouver  la  force  du  poing. 


(  •  )  Je  rapp-  lierai  l  avif  tissement  qui  a  été  donne  ci-desius  (  315 )  au  mj o  i 
du  double  sens  du  mol  djnantomèire. 


t 
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329.  Balances.  —  Une  balance  est  un  appareil  a  liaispn 
complète  et  de  forme  quelconque,  qui  présente  deux 
plateaux  pour  installer  le  corps  proposé  et  les  poids  mar- 
qués. Ces  plateaux  doivent  d'ailleurs  se  mouvoir  en  sens 
inverses,  l'un  vers  le  haut,  l'autre  vers  le  bas.  Il  existe 
nécessairement  pour  l'appareil  vide  une  position  d'équi- 
libre. Pour  la  reconnaître  entre  toutes,  on  adapte  a 
une  pièce  quelconque  une  aiguille  et  on  marque  zéro  au 
point  d'équilibre  sur  un  arc  gradué  placé  en  regard.  Si  T 
désigne  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui  solli- 
citent L'appareil  dans  le  mouvement  élémentaire  qu'il  peut 
prendre  à  partir  de  cette  position,  on  aura  pour  l'équilibre 

• 

T  =  o, 

d'après  le  théorème  du  travail  virtuel. 

Cela  posé,  on  installe  le  corps  P  dans  l'un  des  plateaux, 
ce  qui  dérange  nécessairement  l'appareil,  et  on  place  dans 
l'autre  des  poids  titrés  P*  jusqu'à  ce  que  I  on  ait  ramené  l'ai- 
guille au  zéro.  Si  p  et  p'  sont  les  vitesses  virtuelles  des  cen- 
tres de  gravité  de  P  et  F  projetées  sur  la  verticale,  la  somme 
de  tous  les  travaux  qui  sollicitent  le  nouveau  système 
devra  encore  être  nulle  pour  son  équilibre, 

T-hPp  —  P>'=o, 
d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  T  est  le  même, 

P 

P' 

F  s'obtient  par  une  lecture,  —  est  un  rapport  géométrique 

que  fournit  l'étude  cinématique  de  l'appareil,  et  la  formuîr 
permet  alors  d  évaluer  P. 

Comme  il  est  inutile,  pour  permettre  la  variation  de  P, 
de  disposer  à  la  fois  des  deux  facteurs,  on  se  contentera, 
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pour  plus  de  simplicité,  d'en  r  re  varier  un  *oul.  De  là 
deux  genres  de  balances  distin  's. 

Premier  genre.  —  Poids  titré  constant. 

Second  genre.  —  Rapport  de  vitesses  constant. 

* 

330.  Poids  titré  constant.  —  Dans  ces  appareils  on  se 
sert  toujours  du  même  poids  de  comparaisou  F,  mais  on 

p' 

laisse  varier  le  rapport  des  vitesses^-» 

Romaine,  —  Elle  se  réduit  à  un  levier  soutenu  par  un 
point  intermédiaire  et  portant  à  son  extrémité  un  plateau 
de  balance  ou  un  crochet  de  suspension;  ce  levier  est 
gradué  par  expérience  sur  sa  longue  branche,  le  long  de 
laquelle  on  fait  courir  le  crochet  qui  suspend  un  poids 
titré  constant. 

On  a  proposé  d'attacher  le  corps  à  une  série  de  ro- 
maines suspendues  Tune  à  l'autre,  au  nombre  de  deux  par 
exemple.  On  obtient  ainsi  deux  lectures  dont  on  prend  la 
moyenne,  ce  qui  contribue  à  diminuer  Terreur  de  lecture 
en  la  divisant  par  deux.  Pour  simplifier  l'application  du 
procédé,  ou  peut  même  employer  des  graduations  fictives, 
celle  de  la  romaine  supérieure  étant  dégagée  une  fois  pour 
toutes  du  poids  de  la  romaine  inférieure,  et  toutes  les  deux 
étant  réduites  à  moitié,  de  sorte  qu'il  suffise  de  faire  la 
somme  des  lectures  pour  avoir  la  moyenne. 

331.  Peson.  —  La  forme  de  l'appareil  est  indifférente. 
Il  suffit  d'imaginer  qu'il  puisse  tourner  autour  d'un  axe 
horizontal.  Le  poids  constant  est  celui  du  système  lui- 
même.  Il  se  trouve  appliqué  au  centre  de  gravité,  qui  varie 
de  position  lorsqu'on  laisse  le  système  prendre  son  équi- 
libre de  lui-même,  après  l'introduction  du  corps  étranger 
dans  le  plateau.  On  juge  alors  du  poids  de  ce  corps  par 
l'écart  de  l'aiguille  indicatrice. 
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332.  Dynamomètre  américain.  —  On  appelle  ainsi  un 
appareil  construit  par  While  et  qui  sert  à  mesurer  l'inten- 
sité del'eflbrt  transmis  entre  deux  pièces  d'une  raaehine, 
par  exemple  deux  bouts  d'arbre  placés  en  prolongement. 
On  en  peut  suivre  l'explication  sur  la  fg.  199  (PI,  XJI), 
en  imaginant  une  quatrième  roue  que  j'appellerai  C  et  qui 
complète  le  carré  formé  par  les  trois  premières  À,  B,  \V. 

La  roue  A  est  motrice,  C  est  la  roue  menée.  B  et  B'  les 
relient  en  tournant  dans  des  sens  opposés.  Si  donc  leur 
arbre  P  n'est  pas  fixe,  mais  au  contraire  susceptible  de  tour- 
ner autour  de  Q,  il  tendra  de  lui-même  à  basculer.  Pour  le 
maintenir  dans  sa  position  il  faudra  exercer  un  certain 
effort,  variable  avec  l'intensité  de  la  transmission.  On  se 
sert  pour  eela  d'une  tige  graduée  située  en  prolongement 
et  sur  laquelle  on  déplace  à  volonté  un  poids  constant. 

On  voit  en  résumé  que  ce  mécanisme  équivaut  à  une 
romaine  qui  mesure  non  plus  le  poids  d'un  corps  suspendu 
à  son  extrémité,  mais  un  eflort  dynamique  qui  s'y  trouve 
appliqué. 

« 

333.  Rapport  de  vitesses  corstakt.  —  Dans  ces  appa- 
reils le  rapport  des  vitesses  reste  le  même,  mais  les  poids 
titrés  varient  et  on  les  compose  pour  chaque  expérience  à 
l'aide  d'une  botte  à  poids. 

Il  est  alors  d'une  nécessité  absolue  que  les  deux  plateaux 
soient  animés  de  mouvements  de  translation.  Sans  cela  il 
deviendrait  nécessaire  de  connaître  le  centre  de  gravité  du 
corps  proposé  et  de  l'installer  dans  la  position  déterminée 
pour  laquelle  le  rapport  des  vitesses  a  la  valeur  voulue.  Au 
contraire,  avec  le  mouvement  de  translation,  tous  les  points 
prennent  la  même  vitesse  (Y)  et  pnr  suite  aussi  le  centre  de 
gravité,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  sa  position. 

334.  Balance  ordinaire.  —  Elle  se  compose  d'un  fléau 
suspendu  par  son  milieu  et  portant  deux  plateaux  :  ceux-ci, 


* 
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n'étant  suspendus  que  par  un  point,  se  d imposeront  par.illc- 
lemcnlà  eux-mêmes  dans  toutes  les  positions,  ce  qui  rem- 
plit la  condition  de  la  translation. 

Les  bras  du  fléau  ayant  la  même  longueur,  le  rapport 

~  est  l'uni  té  cl  les  poids  sont  égaux  ('). 

335.  Balance  tfe  Robetval.  —  Le  commeree  emploie  de 
préférence  la  balance  à  plateaux  supérieurs,  qui  supprime 
les  chaînes  de  suspension  et  rembarras  qu'elles  oeeasion- 
nenl  pour  les  pesées.  On  adapte  pour  cela  deux  plateaux  à 
la  partie  supérieure  des  ti^es  du  parallélogramme  de  Ro- 
berval  dont  nous  avons  déj?i  constaté  la  translation  (i(]8). 

Les  bras  des  lléaux  sont  ordinairement  égaux.  Il  en  est 
de  même  par  conséquent  des  vitesses  virtuelles  et  des  poids. 

336.  Balance  de  Quinfe/iz.  —  On  l'emploie  pour  le 
pesage  des  objets  plus  considérables,  sous  le  nom  de  bascule 
ou  de  balance  au  dixième  (IV.  XVI,  Jig.  a54).  Elle  se 
compose  d'un  fléau  supérieur  AU  qui  tourne  autour  d'uo 
axe  O,  et  d'un  fléau  inféiieur  CD  moulé  de  même  sur 
l'axe  O*.  Ils  sont  îeliés  à  l'aide  d'une  tige  verticale  BC  et 
supportent  le  plateau  au  moyen  de  liges  parallèle*  DF,  AR. 
Tout  l'appareil  est  d'ailleurs  symétrique  par  rapport  à  un 
plan  vertical. 

Il  suffira  dès  lors,  pour  la  translation,  d'attribuer  la  même 
vitesse  «î  deux  des  points  de  l'intersection  du  plateau  par  le 
plan  de  symétrie,  par  exemple  E  et  F,  on  encore  A  et  D,  qui 
leur  sont  reliés  par  des  tiges  inextensibles.  Mais  B  cl  C  sont 
de  même  reliés  par  une  lige,  el  leurs  vitesses  se  déduisent  de 
celles  de  A  et  D  situés  sur  les  mêmes  corps  tournant  en  les 
amplifiant  dans  le  rapport  des  rayons.  Ce  sont  donc  ces 


('  )  Je  supprime  ici  tous  le»  détails  relatifs  sus  pesées  et  aux  balances  de 
précision.  Leur  véritable  place  est  en  effet  daus  les  Traités  de  Physique. 
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rapports  de  rayons  qui  doivent  être  égaux  : 

QA  O'D 
OB"~"(J  c' 

Ainsi  la  condition  de  la  translation  se  réduit  à  ce  que  les 
deux  fléaux  soient  divisés  dans  un  même  rapport,  quel- 
connue  du  reste. 

I 

Pour  trouver  le  rapport  de  vitesses,  nous  remarqueions 
que  le  centre  de  gravité  du  corps  placé  sur  le  plateau  pos- 
sède la  même  vitesse  qu'un  point  quelconque  de  re  plateau, 
par  exemple  E  ou  A  qui  lui  est  relié.  De  même,  les  poids 
marqués  ont  la  vitesse  du  point  G.  Eiiiin  A  et  G  se  trouve  nt 
situés  sur  un  même  corps  tournant,  par  suite  le  rapport 
de  leurs  vitesses  sera  celui  de  leurs  rayons.  Ce  rapport  est 
ordinairement  le  dixième. 

337.  Balance  de  Sanctorius. —  Cet  appareil  a  été  em- 
ployé pour  le  pesage  des  messageries  sur  les  roules.  La 
Jîg.  a55  (Pl.Xri)  représente  le  plan  du  mécanisme  en 
supposant  que  le  plateau  a  été  enlevé.  Celui-ci  repo.se  par 
quatre  pieds  dans  des  godets  A  qui  sont  portés  eux-mêmes 
par  deux  fléaux  en  forme  de  V  oscillant  autour  des  char- 
nières O.  Les  sommets  B  de  ces  V  reposent  sur  une  pièce 
transversale,  et  celle-ci  s'appuie  en  C  sur  un  fléau  longi- 
tudinal qui  tourne  autour  de  la  charnière  O' et  s'accroche 
par  son  extrémité  D  à  une  tige  verticale  qui  se  projette 
entièrement  sur  ce  point  et  que  je  désignerai  par  DIV.  LVx- 
trémilé  supérieure  D'de  celle-ci  est  fixée  à  un  fléau  supé- 
rieur qui  tourne  autour  de  O7' et  porte  en  E  un  plateau 
de  balance  pour  les  poids  marqués. 

La  symétrie  de  l'appareil  satisfait  évidemment  à  la  con- 
dition de  translation. 

Quant  aux  vitesses,  elles  seront  p  pour  le  plateau,  ou  le 

.      .       OB  .  OB  O'D  _ 

point  A\  p  rr-r  pour  les  points  B  oui;  p  —  •  —7-  pour  D 
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OB  O'D    O'E  .       .     -,      ,        . , 

ou  IT;  P  Qx'-çyQ'  ^fi  P°ur  le  P0,nl  E  °«  les  P°,a»  ar- 
qués. Le  rapport  de  ces  vitesses  est  donc 

OB   O'D   O'E  ' 

■  • 


OA   O'C  0"D' 

Chacun  des  fléaux  est  ordinairement  divisé  au  dixième  : 
les  poids  se  trouvent  par  là  réduits  au  millième. 
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SECONDE  PARTIE. 
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CHAPITRE  XXI. 

LOIS  DU  FROTTEMENT. 


SI- 
RÉSISTANCES  PASSIVES. 

338.  Les  machines  peuvent  être  considérées  comme  des 
appareils  destinés  à  modiûer  de  toutes  les  manières  les 
forces  naturelle*  pour  les  appliquer  à  un  but  industriel 
déterminé.  Il  existe  cependant  un  élément  qui  reste  inva- 
riable dans  cette  transformation,  si  largement  qu'on  en 
puisse  concevoir  les  conditions.  Cet  élément  est  le  travail, 
comme  nous  allons  le  reconnaître. 

Appliquons  à  la  machine  le  théorème  des  forces  vives 
pendant  un  intervalle  quelconque.  Nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  T  le  travail  développé  dans  cet  intervalle, 

-  Irm>-  —  -  Imvl  =  T. 

2  2* 

Lorsque  le  premier  membre  sera  nul,  on  aura  par  cela 
même 

(i)  T  =  o; 

c'est  ce  qui  arrivera  dans  trois  cas  importants  : 


i 
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En  premier  lieu,  dans  le  mouvement  uniforme,  et  pour 
un  intervalle  quelconque,  car  la  foi  ce  vive  restera  con- 
stante en  même  temps  que  les  vitesses.  Rien  que  ce  cas  soit 
particulier  en  théorie,  il  se  rencontre  fréquemment  dans 
la  pratique,  car  nous  avons  vu  (4)  qu'on  cherche  à  le  réa- 
liser autant  que  possible. 

Eu  second  lieu,  dans  le  mouvement  périodique,  et  pour 
un  intervalle  égal  «à  la  période,  que  Ton  peut  faire  com- 
mencer du  reste  à  un  instant  quelconque.  C'est  encore  un 
cas  particulier  en  théorie,  mais  il  importe  de  remarquer 
qu'en  réalité  il  comprend,  sauf  de  très-rares  exceptions,  la 
totalité  des  machines  dont  le  mouvement  n'est  pas  uniforme. 

Enfin,  dans  les  conditions  les  plus  générales,  pour  un 
intervalle  é^al  à  la  marche  entière  depuis  le  départ  jusqu'à 
l'arrêt;  caries  deux  forces  vives  initiale  et  finale  sont  alors 
identiquement  nulles. 

339.  Si  nous  désignons  par  M  et  R  la  valeur  absolue 
des  travaux  moteurs  et  résistants,  nous  aurons 

T  =  M  —  R, 

et  1  équation  (î)  deviendra 

(*)  M  =  R. 

D'après  cela,  dans  les  trois  circonstances  que  nous  ve- 
nons d'enumérer,  le  travail  moteur  est  rigoureusement 
égal  au  travail  résistant. 

Dans  les  périodes  d'accélération,  et  notamment  pendant 
les  premiers  instants  qui  succèdent  à  la  mise  en  marche,  le 
travail  moteur  est  supérieur  au  travail  résistant.  En  effet, 
la  force  vive  allant  en  croissant,  T  doit  être  positif. 

Dans  les  périodes  de  ralentissement,  et  notamment  pen- 
dant les  derniers  instants  qui  précèdent  l'anèt,  le  travail 
moteur  est  inférieur  au  travail  résistant,  car  la  force  vive 
diminue  et  T  doit  être  négatif. 
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On  peut  imaginer,  d'après  cela,  que  toute  machine  sert 
à  rcmmagasincuient  do  travail  sous  forme  de  force  vive. 
En  effet,  s'il  y  a  excès  de  travail  moteur,  le  travail  résis- 
tant est  vaincu,  la  différence  disparaît,  mais  la  force  \ive 
augmente  d'une  quantité  égale.  S'il  y  a  déficit  de  travail 
moteur,  le  travail  lésistanl  est  encore  surmonté,  mais  au 
prix  d'une  diminution  de  la  force  vive  égale  à  la  diffé- 
rence. On  peut  supposer  en  quelque  sorte  que  le  premier 
excédant  de  travail  s'est  trouvé  mis  en  réserve  pour  ve- 
nir de  nouveau  renforcer  la  production  continuelle  du 
travail  moteur  lorsqu'elle  n'est  plus  à  la  hauteur  des  résis- 
tances. ■ 

Mais,  en  définitive,  après  toutes  ces  variations  dans 
l'aménagement  du  travail,  le  résultat  est,  connue  nous  l'a- 
vons vu,  que  la  machine  a  rendu  rigoureusement  la  tota- 
lité du  travail  qui  lui  avait  été  confié.  De  là  ce  principe 
essentiel  ;  une  machine  ne  crée  ni  ne  détruit  de  travail; 
elle  le  transmet  intégralement  et  ne  sert  qu'à  modifier  sa 
distribution  ('). 

340.  ftous  disiinguerons  encore  dans  le  travail  résistant 
la  portion  utilisée  pour  vaincre  la  résistance  opposée  par 
la  matière  élaborée,  et  celle  qui  est  perdue  dans  le  jeu  môme 
de  la  machine  sous  différentes  formes  que  nous  énuinére- 
rons  tout  à  l'heure.  Soient  U  le  travail  utile  et  P  le  travail 
perdu,  on  aura 

R  =  U  +  P, 

et,  par  suite  (2), 

(3)  M  =  U  +  P. 


(')  La  nonvclle  théorie  de  )•  transformation  réciproque  de  chaleur  en 
travail,  et  toute»  celles  analogues  qui  pourraient  surgir,  ne  «auraient  contre- 
dire ce  théorème.  Elles  ne  font  qu'introduire  un  élément  nouveau  auquel 
fl  est  nécessaire  d'avoir  égard,  sous  peine  d'erreur,  dans  l'évaluation  des 
travaux  développés  dans  l'un  ou  1  autre  sens. 
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On  en  déduit  d'abord 

M>U, 

attendu  qu'il  est  impossible  que  R  puisse  être  annulé  ri- 
goureusement (').  Ainsi  donc  une  machine  rend  toujours 
sous  forme  de  travail  utile  moins  qu'on  ne  lui  transmet  à 
l'état  de  travail  moteur. 

De  là  l'impossibilité  démontrée  du  mouvement  perpé- 
tuel, c'est-à-dire  d'une  machine  qui  effectuerait  continuel- 
lement du  travail  sans  moteur  permanent,  ou  plus  généra- 
lement qui  fournirait  plus  de  travail  qu'on  ne  lui  en 
applique.  Cette  impossibilité  subsiste  lors  même  que  l'on 
réduit  la  recherche  à  un  but  de  pure  curiosité,  polir  trou- 
ver un  appareil  qui,  après  avoir  été  lancé,  continue  à  mar- 
cher seul  sans  recevoir  de  travail  comme  sans  en  dévelop- 
per. Alors,  à  la  vérité,  U  est  nul,  mais  M  ne  pouvant  pas 
s'abaisser  jusqu'à  lui  conserve  une  valeur  que  l'on  ne  peut 
qu'atténuer  en  soignant  les  dispositifs,  sans  jamais  l'an- 
nuler. 

On  appelle  rendement  d'une  machine  le  rapport  de  la 
portion  utilisée  à  la  totalité  du  travail  moteur, 

U 

Le  rendement  est  donc  toujours  inférieur  à  l'unité.  U  sert 
de  mesure  à  la  qualité  et  à  l'efficacité  des  machines. 

341.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  c'est  la  quantité  P 
ou  le  travail  perdu  dans  le  jeu  des  appareils  qui  forme 


(')  Si  l'on  veut,  pour  pouvoir  l'opposer  aux  recherches  de  mouvement 
perpétuel,  une  démonstration  d'une  vérité  aussi  évidente,  on  remarquera 
que  toute  machine  sera  nécessairement  pesante,  par  suite  qu'il  faudra  la 
supporter  sur  des  points  (ixes.  Dès  lors  il  y  aura  au  moins  dans  cet  endroit 
un  mouvement  relatif  de  parties  en  contact,  qui  est  toujours  accompagne 
de  résistances  passives,  comme  nous  le  verrons  plus  loin  (  343 ). 
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l'obstacle  capital  de  la  Mécanique  appliquée,  impossible  à 
supprimer  et  que  tous  les  efforts  doivent  tendre  à  dimi- 
nuer. Trois  causes  distinctes  concourent  à  former  P. 

Eu  premier  lieu,  les  vibrations  des  machines.  Les  pièces 
sont  en  effet  des  corps  appelés  solides,  mais  en  réalité  plus  ou 
moins  élastiques.  Ils  prennent  donc,  outre  le  mouvement 
général  que  nous  éludions  dans  la  théorie  des  transmis- 
sions, de  petits  mouvements  d'oscillation  dans  les  environs 
de  leur  forme  normale.  La  force  vive  totale  se  compose 
alors  de  deux  parties,  à  savoir  :  la  force  vive  apparente  et 
celle  qui  est  relative  à  ces  petits  mouvements.  Cette  dernière 
ne  constitue  pas  par  elle-même  du  travail  perdu,  c'est  seu- 
lement du  travail  emmagasine  sous  cette  forme  un  peu  dif- 
férente de  la  première  et  que  I  on  retrouverait  intégrale- 
ment en  laissant  arrêter  l'appareil  s'il  était  isolé  dans  l'es- 
pace. Mais,  dans  l'application,  ces  petits  mouvements  se 
transmettent  aux  supports,  de  là  aux  objets  environnants, 
dans  le  sol  et  dans  l'atmosphère  où  il  devient  impossible  de 
les  suivre  (').  La  force  vive,  ainsi  déplacée,  exécute  certai- 
tainemenl  des  travaux,  mais  sur  des  objets  étrangers  à  la 
machine,  d'où  résulte  une  perte  nette  pour  l'objet  indus- 
triel que  I  on  se  propose.  Le  seul  moyen  que  l'on  puisse 
employer  pour  la  diminuer  est  d'amortir  les  fondations 
par  l'emploi  de  matériaux  peu  élastiques,  et  aussi  de 
rompre  les  séries  régulières  au  lieu  de  les  favoriser  dans 
rétablissement  du  mécanisme;  car  ces  mouvements  émi- 
nemment périodiques  sont  favorisés  par  toutes  les  combi- 
naisons qui  facilitent  le  retour  d'un  même  état  de  choses. 

342.  Eu  second  lieu,  les  chocs  et  généralement  tous  les 


(')  On  peut  citer  comme  preuve  à  l'appui  la  trépidation  très-sensibV:  du 
sol  et  des  constructions  pré*  d'une  machine  puissante,  ainsi  que  le  son 
intense  que  développe  le  mouvement  des  volants. 
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changement*  brusques  de  vilesse.  Ces  phénomènes  sonl 
en  effet  toujours  accompagnés  d'une  perle  de  force  vive, 
c'est-à-dire  d'une  diminution  qui,  bien  entendu,  a  été 
convertie  en  travail,  mais  en  travail  perdu  dans  des  dé- 
formations moléculaires.  Et  non-seulement  ce  travail  est 
perdu  quant  a  sa  valeur  industrielle,  mais  de  plus  il  est  en 
général  employé  à  détériorer  les  appareils  en  déformant  les 
profils  et  relâchant  les  assembles.  Pour  ces  raisons  les 
chocs  ne  doivent  être  employés  dans  les  machines  qu'à  la 
dernière  extrémité,  et  lorsque  des  raisons  toutes  spéciales 
motivent  leur  intervention  (251 

34-3.  Enfin  les  résistances  passives.  On  appelle  ainsi 
les  forces  qui  se  développent  au  contact  des  organes  en 
mouvement  relatif  et  dont  le  travail  est  toujours  résistant. 
Elles  jouent,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  le  rôle 
principal,  et  vont  être  de  notre  part  l'objet  d'une  étude 
spéciale.  J  eu  donnerai  tout  d'abord  la  nomenclature. 

Comme  les  matériaux  qui  figurent  dans  les  machines  sont 
de  trois  sortes,  il  y  a  lieu  de  distinguer  les  résistances  des 
solides,  des  cordes  et  des  lluides.  Elles  sont  au  nombre 
de  deux  pour  chaque  cas. 

Le  mouvement  relatif  de  deux  solides  en  contact  peut 
être  en  effet  de  glissement  ou  de  roulement  (XXII).  De  là 
deux  résistances  régies  par  des  lois  distinctes  et  qu'on 
appelle  frottement  et  résistance  nu  roulement. 

Le  mouvement  relatif  des  cordes  sur  les  jnnles  peut  être 
également  de  glissement  ou  d'enroulement  (195).  De  là  deux 
résistâm  es  que  l'on  appeftv  frottement  des  cordes  et  roideur. 

Le  mouvement  relatif  des  fluides,  par  rapport  aux  corps 
immergés,  présente  lui-même  deux  variété*  :  le  glissement 
tangenticl  et  la  pénétration  normale.  De  là  deux  résis- 
tances qu'on  appelle  frottement  des fluides  al  résistance  des 
milieux. 
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3 il.  Les  premières  recherches  relatives  au  frottement 
remontent  nu  xviie  siècle.  Parmi  les  physiciens  qui  s'en 
sont  occupés,  on  peut  citer  Amonlons  (ifi-.-g),  Lahire, 
Parent,  Camus,  Des agu liera,  Euler,  l'abbé  Nollet  (17.Î4), 
Mus(  Tienbrork  (  1 70*2  ),  Xi  mènes  (  1 782),  \  inec  (  1 783  ),  Cou- 
lomb (1791),  Réunie  (1828),  M.  le  général  Moi  in  (18  h» 
1 8 3 4 ) »  et  dans  ces  dernières  années,  MM.  Poirée  et  Bo- 
cbet  (i858),  M.  Hirn,  MM.  Sella  et  Monlefiore  (1862). 

Je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détail  des  expériences  (jui 
ont  permis  de  formuler  les  lois  du  frottement.  Je  m'enga- 
gerai encore  moins  dans  le  champ  des  hypothèses  pour  en 
expliquer  les  phénomènes.  Je  me  contenterai  d'exposer 
avec  détail  les  résultats  obtenus  jusqu'ici  et  que  Ton  peut 
considérer  comme  constituant  l'état  actuel  de  la  science 
sur  ce  sujet. 

315.  Fait  phincîpal.  — Le  fait  môme  du  frottement 
consiste  en  ce  que  Faction  mutuelle  de  deux  solides  eu 
contact  est  généralement  oblique  à  leur  plan  tangent  com- 
mun. A  peine  est-il  besoin  d'en  indiquer  des  exemples,  j'en 
citerai  cependant  deux  décisifs. 

Le  premier  est  relatif  à  l'état  statique.  Un  corps  pesant 
placé  sur  un  plan  trop  peu  incliné  ne  descend  pas  et  reste 
en  repos.  L'équilibre  existe  donc  entre  sou  poids  et  la  réac- 
tion du  plan,  et  comme  ces  forces  sont  au  nombre  de  deux 
seulement,  elles  doivent  être  égdes  et  opposées.  Le  poids 
étant  vertical,  i!  en  est  de  même  de  la  réaction,  et  comme 
le  plan  est  incliné,  on  voit  qu'elle  est  oblique  au  plan. 

Le  second  est  relatif  à  l'étal  dynamique.  Un  corps  pesant 
lancé  en  glissant  sur  un  plan  horizontal  s'arrête  bientôt. 
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Sa  force  vive  ainsi  perdue  nécessite  un  travail  égal.  Mais  la 
pesanteur  est  verticale,  la  trajectoire  horizontale;  par  suite 
le  travail  du  poids  est  nul.  C'est  donc  la  réaction  du  plan 
qui  développe  un  travail,  ce  qui  prouve  qu'elle  n'est  pas 
normale  au  plan. 

La  réaction  oblique  peut  toujours  être  décomposée  en 
deux  autres,  normale  et  tangentielle.  La  première  est  celle 
que  Ton  étudie  dans  la  Mécanique  rationnelle  pure,  lorsque 
Ton  envisage  les  liaisons  théoriques.  Nous  n'avons  rien  à 
ajouter  ici  à  ces  considérations.  La  seconde,  au  contraire, 
est  ordinairement  négligée  dans  cet  ordre  de  considérations. 
On  l'appelle  frottement,  cl  c'est  elle  qui  doit  être  l'objet  de 

notre  élude. 

346.  Lois  du  frottement.  —  Les  lois  du  frottement, 
pour  en  donner  d'abord  un  énoncé  absolu,  sauf  à  le  com- 
pléter par  quelques  éclaircissements  ultérieurs,  sont  com- 
prises dans  les  cinq  propositions  suivantes  : 

I.  Le  flottement  ne  dépend  que  du  mouvement  relatif; 
il  est  directement  opposé  au  glissement  relatif. 

IL  II  est  proportionnel  à  la  pression  normale. 

III.  Il  est  indépendant  de  l'étendue  des  surfaces  en 
contact. 

IV.  Il  est  indépendant  de  la  vitesse  relative. 

V.  Il  est  doublement  spécifique. 

Développons  ces  propositions. 

347.  I.  Le  frottement  ne  dépend  que  du  mouvement 
relatif  ;  il  est  directement  opposé  au  glissement  relatif. 

C'est  un  fait  généralement  admis  et  pour  ainsi  dire  évi- 
dent. On  doit  citer  cependant  deux  expériences  qui  ont  paru 
à  M.  le  général  Moriu  indiquer  une  influence  appréciable  de 
1  état  de  repos  ou  de  mouvement  de  l'un  ou  l'autre  corps.  Ces 
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expériences  sont  relatives  aux  deux  cas  (orme,  chêne)  et 
(fer,  bronze)  qui  se  trouvent  à  peu  près  aux  deux  extré- 
mités de  l'échelle  du  frottement  à  sec. 

318.  II.  Le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression 
normale. 

Cette  loi  est  admise  sans  contestation  5  mais  il  est  néces- 
saire de  bien  fixer  ce  qu'on  doit  entendre  par  pression  nor- 
male. Diverses  causes  peuvent  la  faire  différer  de  la  compo- 
sante indiquée  par  le  calcul  de  la  transmission  des  forces. 

On  doit  citer  d'abord  la  pression  atmosphérique.  Elle 
aura  pour  effet  d'augmenter  l'efTort  normal  de  toute  la 
pression  correspondante  à  la  surface  de  contact,  si  l'air  a 
été  entièrement  expulsé  en  raison  de  l'extrême  poli  des  sur- 
faces. Le  même  effet  peut  aussi  se  produire  partiellement. 
Les  enduits  liquides  y  remédient  assez  bien  en  transmettant 
la  pression  dans  toutes  les  régions  qu'ils  peuvent  atteindre. 

On  a  indiqué  aussi  une  force  répulsive  due  à  la  chaleur. 
Powels  et  Fusinieri  ont  reconnu,  par  exemple,  qu'un  verre 
de  montre  placé  sur  un  plan  incliné,  également  de  verre, 
descend  de  lui-même  pour  des  inclinaisons  moiudres,  si  le 
verre  est  chauffé  que  lorsqu'il  est  froid.  En  poussant  à  l'ex 
trème  la  différence  de  température,  on  obtient  les  phéno- 
mènes de  Y  état  sphéroïdal. 

Probablement,  quoique  l'attention  n'y  ait  pas  encore 
été  portée,  l'électricité  exerce  une  semblable  influence. 

Ces  causes  sont  importantes  à  noter,  car  le  frottement 
tend  par  lui-même  à  les  développer.  On  sait,  en  effet,  qu'il 
est  une  source  énergique  de  chaleur  et  d 'électricité. 

319.  III.  Le  frottement  est  indépendant  des  surfaces  en 
contact. 

Ce  fait,  qui  peut  surprendre  au  premier  abord,  se  con- 
çoit cependant  assez  bien  en  ce  que,  si  la  surface  augmente, 
et  avec  elle  toutes  les  causes  d'enchevêtrement  moléculaire 

23 
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qui  produisent  le  frottement,  la  pression  par  unité  de  sur- 
face diminue  par  cela  même,  et  avec  elle  l'intensité  des  en- 
chevêtrements. Quoi  qu'il  en  soit,  le  fait  est  établi  par  l'ex- 
périence. 

Coulomb  a  cepcndanl  pensé  qu'outre  le  terme  propor- 
tionnel à  la  pression,  il  convient  d'en  introduire  un  avec 
un  faible  coefficient,  en  raisou  de  la  surface.  Il  se  fondait 
pour  cela  sur  ce  que  la  pression  normale  doit  augmenter 
par  les  attractions  moléculaires  des  parties  en  contact.  Ou  a 
cru  reconnaître  l'influence  de  ce  terme  dans  des  mécanismes 
très-légers,  tels  que  ceux  des  montres.  Mais  M.  Morin  a 
montré  qu'elle  disparaît  complètement  dans  les  machines 
où  les  forces  appliquées  sont  tant  soit  peu  notables. 

Il  est  toutefois  nécessaire  de  réserver  le  cas  où  la  surface 
de  contact  serait  assez  faible,  cl  par  suite  la  pression  par 
unité  de  surface  assez  forte,  pour  provoquer  l'altération  et 
l'écrasement  des  surfaces  ou  seulement  l'expulsion  des  en- 
duits. Cependant  une  simple  usure,  inévitable  dans  la  pra- 
tique, ne  modifie  pas  sensiblement  la  loi. 

La  forme  de  la  surface  dans  les  environs  du  contact 
n'est  pas  absolument  dénuée  d'influence.  Les  tourillons 
trop  minces  facilitent  l'expulsion  des  enduits.  La  limite  de 
cet  ciTet  serait  le  raclage  par  une  arête  vive. 

m 

* 

350.  IV.  Le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse 
relative. 

Lorsque  la  vitesse  est  nulle,  le  frottement  existe  encore, 
mais  sa  valeur  n'est  pas  déterminée  par  un  coefficient  fixe. 
Il  peut  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  zéro,  si  la  pression 
mutuelle  est  directement  normale,  jusqu'à  une  limite  pour 
laquelle  s'opère  le  départ  lorsque  la  première  s'incline  par 
trop.  C'est  un  des  points  qu'il  est  le  plus  essentiel  de  bien 
remarquer,  que  le  frottement,  déterminé  dans  le  mouve- 
ment, ne  l'est  pas  dans  le  repos  (370). 
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Lorsque  le  départ  a  ru  lieu,  il  s'opère  immédiatement 
une  réduction  dans  le  frottement.  On  distingue  donc  du 
frottement  régulier  le  frottement  au  départ,  développé  par 
les  corps  qu'il  s'agit  de  démarrer. 

Cette  différence  dépend  de  la  durée  du  contact,  qui  aug- 
mente, suivant  toute  probabilité,  l'enchevêtrement  molécu* 
laire.  Le  maximum  s'obtient  presque  instantanément  pour 
les  métaux  et  en  quelques  minutes  pour  les  bois.  Il  faut 
parfois  plusieurs  jours  dans  le  contact  des  métaux  et  du 
bois.  Les  nombres  suivants,  qui  expriment  le  rapport  du 
frottement  à  la  pression  normale,  peuvent  donner  une  idée 

de  l'importance  de  cet  effet  :  . 

Repos.  Mouvement 

Chêne,  chêne;  fibres  parallèles,  sans  enduit.  0,62  o,43 
Fer,  chêne;  fibres  parallèles,  mouillées  d'eau.  o,65  0,06 
Fer,  fonte  ;  sans  enduit   o,  19  0,18 

351.  Les  expériences  de  M.  Morin,  dont  le  résultat  a 
été  d'écarter  toute  influence  de  la  vitesse,  ont  été  faites 
dans  les  limites  ordinaires  de  rapidité  des  machines.  Elles 
n'autorisent  donc  pas  absolument  à  étendre  la  même  con- 
clusion aux  grandes  vitesses.  On  conçoit  même  que,  sous 
un  certain  rapport,  le  frottement  doit  alors  augmenter, 
car  on  facilite  ainsi  la  perte  de  force  vive  sous  forme  de 
mouvements  moléculaires.  On  en  a,  par  exemple,  une 
preuve  dans  le  son  qui  se  produit  lorsque  les  surfaces  mé- 
talliques ripent  ou  broutent.  En  revanche,  les  grandes 
vitesses  doivent  à  un  autre  point  de  vue  diminuer  le  frotte- 
ment, car  elles  tendent  à  transformer  le  glissement  con- 
tinu en  une  série  de  petits  ricochets  tangentiels  qui  sup- 
priment pendant  une  partie  du  temps  l'adhérence  et  par 
suite  le  frottement.  Cette  influence  est  bien  constatée  pour 
les  machines,  et  même  pour  les  constructions  fixes  qui  sont 
soumises  à  des  mouvements  de  trépidation. 

Cette  partie  de  la  question  a  été  soumise  à  l'expérience, 

a3. 
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en  ce  qui  concerne  les  chemins  de  fer,  par  MM.  Poiréc  et 
Bochet.  Le  frotiement  parait  alors  en  définitive  diminuer 
suivant  la  formule 

/=  û 

i+o,o3.f 

La  constante  varie  d'ailleurs  suivant  l'état  des  rails. 

Rails  très-secs   /,  =  o ,  3 1 

Rails  secs   0,22 

Rails  mouillés   0,14 

Pour  les  faibles  vitesses,  MM.  Sella  et  Montefiore  sont 
arrivés  à  un  résultat  inverse  et  ont  annoncé  qu'au  dessous 
de  om,5o  par  seconde,  le  frottement  croît  avec  la  vitesse. 

352.  V.  Le  frotiement  dépend  de  la  nature  des  deux 
substances  en  contact. 

Dans  cet  énoncé,  la  substance  doit  être  entendue  dans 
son  acception  la  plus  générale,  en  ayant  égard  à  toutes  les 
circonstances  qui  la  spécifient. 

En  premier  lieu,  l'état  des  surfaces,  rugueuses,  polies,  ou 
usées  à  la  longue  par  un  contact  incessamment  renouvelé, 
comme  dans  le  cas  des  tourillons.  A  cet  égard,  les  vieilles 
machines  sont  préférables  aux  neuves. 

Si  le  corps  est  fibreux,  le  sens  des  fibres  a  encore  une 
influence  marquée,  comme  l'indique  l'exemple  suivant 
(chêne,  chêne;  sans  enduit)  : 

Fihres  parallèles   0,48 

Fibres  perpendiculaires   o ,  34 

Si  le  corps  est  cristallisé,  les  expériences  de  M.  Sella  ont 
également  mis  en  évideuce  l'influence  de  la  direction.  Dans 
le  quartz,  par  exemple,  le  frottement  parallèle  à  l'axe  de 
symétrie  est  notablement  supérieur  à  celui  qui  s'exerce  dans 
un  sens  perpendiculaire. 
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353.  Le  graissage  substitue  jusqu'à  un  certain  point  un 
corps  à  un  autre.  Il  a  pour  effet  d'atténuer  notablement  le 
frottement,  comme  le  montre  le  tableau  suivant,  qui  donne 
des  valeurs  moyennes  relatives  aux  conditions  des  tou- 
rillons : 

A  sec.      Enduit  gras. 

Métaux,  métaux   0,19  0,08 

Métaux,  cuirs   o,3o  0,20 

Métaux,  bois.   o,4*  0,08 

Bois,  bois   o,36  0,07 

Le  graissage  permanent  apporte  encore  une  diminution 
plus  notable,  comme  le  montre  l'exemple  suivant,  relatif 
au  frottement  de  tourillons  sur  coussinets  métalliques  : 

A.  sec   0,190 

Enduit  gras.   o  ,080 

Graissage  permanent   o,o54 

Le  graissage  donuc  lieu  à  ce  que  M.  Hirn  appelle  le  frot- 
tement médiat,  par  opposition  au  frottement  immédiat 
qui  se  développe  entre  les  deux  substances  mêmes.  Sui- 
vant cet  expérimentateur,  l'influence  d'un  enduit  ne  se 
réduirait  pas  à  diminuer  le  coefficient  de  frottement,  elle 
atteindrait  les  lois  mômes  de  ce  frottement.  Les  prin- 
cipes de  Coulomb  régiraient  le  frottement  immédiat;  mais 
dans  l'autre  cas  le  frottement  deviendrait  une  fonction 
compliquée  de  la  pression,  de  l'étendue  des  surfaces  et  de 
la  vitesse 

354.  Lorsque  l'on  a  égard  à  toutes  les  circonstances 
propres  à  spécifier  la  double  nature  des  deux  substances  en 
contact,  le  coefficient  du  frottement  prend  une  valeur  bien 

(')  On  doit  laisser  jusqu'à  un  nouveau  contrôle  la  responsabilité  de  ces 
assertions  à  leur  auteur,  bien  connu,  du  reste,  pour  ses  belles  recherches  sur 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 
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déterminée  qu'il  est  par  suite  fort  important  de  connaître. 
On  possède,  à  cet  égard,  une  longue  liste  de  renseigne- 
ments qui  out  peut  être,  à  la  véi  ité,  le  défaut  de  n'èlre  pas 
exactement  comparables.  Je  me  bornerai  à  emprunter  à 
M.  le  général  Morin  une  liste  déjà  très-complète,  et  qui 
échappe  à  l'objection  précédente  comme  étant  due  à  un 

seul  expérimentateur: 



Substances.  Graissage.  Fibres.  Coefficient. 

Chêne,  orme,  fonte,   

fer,  acier,  bronze;  f  Graissage  ordinaire^  à  o  08 

l'un  sur  l'antre  ou  1  suif,  huiJe,  saindoux.  )  0,° 

sur  eux-mêmes. 

Id.  Légèrement  onctueux   o,i5 

Chêne,  chêne.  Savon  sec,               Parallèles.  0,16 

Fer,  fonte.  Un  peu  onctueux   0,18 

Fonte,  chêne.  Savon  sec   0,19 

Fer,  chêne.  Savon  sec   0,21 

Chêne,  chêne.  Sans  enduit.         j  ^^"^  j  °*H 

Chêne,  chêne.  Sans  enduit.  Parallèles.  0,48 

Fonte,  chêne.  Sans  enduit   o,4g 

Fer,  chêne.  Sans  enduit.  Parallèles.  0,6a 

Calcaire  tendre,  sur/  .  .  „, 

,  .     .  [  Sans  enduit   o,61 

lui-nicuic.  ) 

Granit,  granit.  Sans  enduit   0,66 

Bronze,  bronze.  Sans  enduit   0,80 

1 

S  in. 

FORMULES  DU  FROTTEMENT. 

355.  Les  lois  précédentes  se  résument,  pour  un  cas  dé- 
terminé, en  ce  que  le  frottement  est  proportionnel  à  la 
pression  normale. 

On  peut  donner  à  cet  énoncé  une  forme  plus  saisissante. 
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11  est  évident  que  Je  triangle  formé  par  le  frottement,  la 
pression  normale  et  la  réaction  totale  qui  est  leur  résul- 
tante reste  semblable  à  lïii-mèmc;  car  il  a,  d'après  la  loi 
fondamentale,  un  angle  droit  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels. Tous  ses  angles  sont  donc  invariables,  et  on  peut 
dire  que  la  réactiou  totale  fait  avec  la  normale  un  angle 
constant  qu'on  appelle  angle  de  flottement  et  que  nous 
désignerons  par  <£. 

Comme,  du  reste,  le  rapport  des  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle est  la  tangente  de  l'angle  aigu,  on  aura  entre  les 
deux  constantes  du  frottement  la  relation 

/=  tang?. 

Si  donc  nous  désignons  par  R  la  réaction  totale,  N  la 
pression  normale  et  F  le  frottement,  on  aura  pour  les  re- 
lier deux  à  deux  ces  trois  formules 

F  =  Ntang?=/N, 

J  n 


F  =  R  sin  f  = 
N  =  R  cos  f  = 


R 


356.  Le  frottement  se  développant  toujours  entre  deux 
corps,  la  question  qui  se  présentera  ordinairement  sera 
l'évaluation  de  la  somme  des  travaux  de  chacune  des  deux 
forces  tangcnliellcs  appliquées  à  ces  deux  corps.  Or,  si  on 
les  comprend  par  la  pensée  dans  un  môme  système  maté- 
riel, les  deuxTrottements  deviennent  des  forces  intérieures, 
et  on  sait  d'une  manière  générale  que  le  travail  des  forces 
intérieures  ne  dépend  que  des  mouvements  relatifs  des 
parties.  De  là  une  grande  simplification  dans  la  recherche 
du  travail  total  des  frottements,  car  il  suffit  de  réduire  par 
la  pression  l'une  des  pièces  au  repos  en  laissant  à  l'autre 
son  mouvement  relatif  (XXI). 
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Le  travail  élémentaire  est  en  général  le  produit  de  la 
force,  du  chemin  parcouru  et  du  cosinus  de  leur  angle. 
Or,  le  frottement  est  toujours  directement  opposé  au  dépla- 
cement; ce  cosinus  est  donc  égal  à  —  i,  et,  par  consé- 
quent, comme  il  est  entendu  une  fois  pour  toutes  que  le 
travail  en  question  est  résistant,  c'est-à-dire  négatif,  on 
pourra  se  borner  à  multiplier  le  frottement  par  le  glisse- 
ment élémentaire.  Je  rappellerai,  à  ce  propos  (XXII),  que 
ce  dernier  est  la  distance  finale  des  points  qui  se  trou- 
vaient en  contact  à  l'instant  initial. 

Très-souvent  la  pression  normale  et  par  suite  le  frot- 
tement restent  constants.  Le  travail  total  sera  alors  le  pro- 
duit du  frottement  par  le  glissement  total. 

357.  Ou  peut  trouver  une  fois  pour  toutes,  pour  une 
machine  quelconque,  l'influence  du  frottement  sur  le  ren- 
dement. Je  suppose  seulement  que  Ton  ait  obtenu  pour 
cet  appareil  le  rapport  de  la  puissance  P  à  la  résistance  Q 
par  les  théories  de  l'équilibre. 

Ce  rapport  se  présentera  sous  la  forme 

car  il  dépend,  bien  entendu,  du  coefficient  du  frottement. 
La  valeur  du  rendement  est,  en  désignant  par  p  et  q  les 
vitesses  des  points  d'application  estimées  suivant  les  forces, 

Trav.  Q      Q  q         i  q 
Trav.  P      ïTp  ~  F{/)/T 

« 

Or  le  rapport  ^  est  purement  géométrique  et  ne  dépend 

nullement  de  la  nature  des  matériaux  employés,  c'est-à- 
dire  de  /.  11  sera  donc  le  même  pour  toutes  les  valeurs 
de  ce  coefficient,  et  en  particulier  pour  la  limite /  =  o. 
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Mais  alors  on  rentre  dans  le  cas  des  liaisons  théoriques,  et 
l'on  peut  invoquer  l'équation  des  vitesses  virtuelles 

Le  rendement  devient  par  là 

F(o) 
F(/) 

et  se  déduit,  comme  on  le  voit,  d'une  manière  très-simple 
du  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance. 

Lorsque  ce  rapport,  au  lieu  d'être  constant,  est  variable, 
on  n'obtient  par  là  que  ce  qu'on  peut  appeler  le  rendement 
instantané.  Il  reste  ensuite,  pour  trouver  le  rendement  vé- 
ritable, à  appliquer  à  l'expression  obtenue  les  méthodes  que 
fournit  le  calcul  intégral  pour  la  recherche  de  la  valeur 
moyenne  des  fonctions,  pour  un  intervalle  que  l'on  se 
fixera  arbitrairement  et  qui  sera  ordinairement  d'une 
période. 
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I  —      .  — 

» 

CÏIAriTRE  XXII. 

DU  FROTTEMENT  DANS  LES  MACHINES. 


SI- 
GLISSIÈRES  CYLINDRIQUES. 

•  *  • 

.  ,358.  Il  est  nécessaire  d'apprécier  par  un  certain  nombre 
d'exemples  convenablement  choisis  le  rôle  du  frottement 
dans  les  machines. 

Rous  avons  distingué  les  organes  exposés  au  glissement, 
suivant  que  celui-ci  est  simple  ou  mixte  (XXA  ).  Le  premier 
mode  nous  a  fourni  les  glissières,  qui  se  rapportent  à  trois 
types  diilerents,  cylindrique,  spbéroïdal  et  hélicoïdal  (î£9). 
Je  considérerai  pour  chacune  de  ces  catégories  la  glissière 
des  locomotives,  le  treuil  et  la  vis  à  filet  carré. 

Dans  le  mouvement  mixte,  nous  avons  distingué  la  classe 
des  excentriques  et  celle  des  engrenages  (XXV).  La  pre- 
mière se  rapporte  au  cas  où  le  frottement  est  relativement 
sans  importance^  il  serait,  par  conséquent,  inutile  de  nous 
y  appesantir  ici.  Je  me  bornerai  donc  à  traiter  comme  qua- 
trième exemple  le  cas  des  engrenages  cylindriques  circu- 
laires. 

359.  Glissière. — La  glissière  des  locomotives  se  pré- 
sente à  nous  (33)  comme  un  rectangle  sur  lequel  s'exercent 
une  puissance  P  parallèle  aux  longriues  et  représentant 
l'action  du  piston,  et  une  résistance  O  dirigée  sous  un  angle 
a  qui  est  variable  avec  l'inclinaison  de  la  bielle.  Ces  deux 
forces  sont  appliquées  sur  le  centre  du  rectangle.  Quant 
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aux  réactions  des  longrincs,  elles  différeront  suivant  que 
la  glissière  s'appuiera  contre  une  seule  par  sa  face  plane 
ou  contre  toutes  les  deux  par  ses  arêtes  opposées. 

Dans  le  premier  cas  (Pl.  lF,Jig,  53),  toutes  les  réac- 
tions élémentaires  de  la  longrine  sont  parallèles  d'après 
les  lois  du  frottement  (<J5<>)  ;  elles  ont  donc  une  résultante 
unique  H  inclinée  elle-même  sous  l'angle  y  et  rencontrant, 
bien  entendu,  la  longrine  clans  l'intérieur  de  la  face  d'ap- 
pui. Cette  force,  devant  faire  équilibre  aux  deux  premières 
qui  sont  appliquées  au  centre,  doit  passer  elle-même  par 
ce  point.  Dès  lors  on  a  AB  >  AC,  c'est-à-dire 

->-tangf, 

ou,  plus  simplement, 

*>/"• 

La  condition  pour  que  la  glissière  s'appuie  par  sa  face 
plane  est  donc  que  sa  longueur  soit  sullisammeut  grande, 
comparativement  à  sa  largeur. 

Pour  obtenir  la  condition  d'équilibre,  projetons  sur  la 
droite  xy  perpendieulaire  à  R  ;  il  viendra 

P  cos  y  =  Q  cos  (a  —  ç), 

d'où  l'on  tire 

P      cos(a—  <p) 

-  =  —  =  cos  a  -f-  /s m  a. 

Q  cos? 

360.  Le  second  cas  (Pl.  1F,  Jig.  54)  correspond,  d'a- 
près ce  qui  précède,  aux  glissières  trop  courtes, 


Les  réactions  deslongrincs  sont  au  nombre  de  deux,  R  et  R', 
disposées  sous  l'angle  ^  par  rapport  à  la  normale  des  lon- 
grincs. Trois  équations  sont  alors  nécessaires  pour  élimi- 
ner ces  inconnues  auxiliaires.  On  aura  parles  projections 
longitudinales 

P  =  Qcosa-HR-r-R')  «nj; 
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par  les  projections  transversales, 

Q  sin  a  -+-  (R  —  R')  cos  f  =  o ; 

■ 

et  par  les  moments  relatifs  au  centre  de  la  glissière,  en  éva- 
luant les  bras  de  levier  des  réactions  à  l'aide  des  côtés  du 
rectangle, 

R  ^cos?-h  ^sin?)  4-R'  ^cosç-  f  sin?)=o, 


b  (R  -h  R')  cos  ?  -+-  a  (R  —  R')  sin  f  =  o. 
Or,  les  deux  premières  équations  donnent 

e+r'=p-Qco", 

sin  y 
cos? 

et  il  vient,  en  substituant  dans  la  troisième, 

(P  —  Qcosa)6  ^ 

v  -  Qa  tango  sin  a  —  o, 

tang? 

d'où 

P  ap 

S™ -+TT— • 

361 .  On  peut  renfermer  les  deux  résultats  dans  la  for- 
mule 

s— ■• 

en  donnant  à  X  les  valeurs/ et  — —  ■  Dès  lors  le  rapport  des 

travaux  à  chaque  instant,  évalué  d'après  la  méthode  géné- 
rale (357),  sera 

cos  a    i 

cos  a  -h  A  sin  «  ~~  i  -t- Atanga 
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Il  est  d'autant  plus  avantageux  que  X  est  moindre. 

Or  on  passe  du  premier  cas  au  second  en  multipliant  la 

fa 

valeur  de  X  par  le  facteur  qui  est  alors  supérieur  à  l'u- 
nité. Il  convient  donc  de  se  placer  dans  les  premières  con- 
ditions en  évitant  le  raclage  par  les  arêtes  vives,  et  pour 
cela  de  donner  à  la  glissière  une  longueur  suffisante. 

SU. 

GLISSIÈRES  DE  RÉVOLUTION. 

362.  Treuil.  —  Quelles  que  soient  les  forces  qui  sollici- 
tent le  treuil,  on  peut  les  décomposer  parallèlement  et  per- 
pendiculairement à  Taxe.  Les  premières  composantes,  étant 
parallèles  entre  elles,  se  réduiront  à  une  seule  que  nous  sup- 
poserons pour  plus  de  simplicité  dirigée  suivant  l'axe  lui- 
même,  condition  réalisée  ordinairement  en  raison  de  la  sy- 
métrie. Chacune  des  composantes  perpendiculaires  pourra 
elle-même  être  dédoublée,  par  la  règle  des  forces  parallèles, 
en  deux  autres  situées  dans  les  plans  transversaux  des 
deux  points  d'appui  du  treuil  sur  ses  coussinets.  L'équi- 
libre devra  alors  exister  séparément  dans  chacun  de  ces 
plans;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  chacun  des  systèmes 
aurait  une  résultante  unique,  et  ces  deux  forces,  qui  ne  sau- 
raient se  rencontrer  comme  étant  situées  dans  deux  plans 
parallèles,  ne  pourraient  se  faire  équilibre. 

Notre  recherche  se  divise  donc  en  deux  autres  :  perte  de 
travail  due  au  frottement  d'un  tourillon  sur  son  coussinet 
sous  l'influence  d'une  force  perpendiculaire  à  l'axe,  et 
perte  de  travail  due  au  frottement  du  pivot  contre  le  fond 
de  la  crapaudine,  sous  l'influence  d'une  force  dirigée  sui- 
vant l'axe.  Tels  sont  les  deux  problèmes  distincts  qu'il 
nous  faut  traiter  successivement. 
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.  363.  Le  tourillon  n  étant  sollicité  que  par  une  seule 
résultante  transversale  que  j'appellerai  P  (PL  I^,  Jtg-  55  ), 
l'équilibre  exigera  que  la  réaction  totale  R  du  coussinet 
soit  égale  et  opposée, 

P  =  R. 

Maïs  R  fait  l'angle  9  avec  la  normale  ou  le  rayon  du  tou- 
rillon (355);  il  en  est  donc  de  môme  de  P.  Ainsi  le  tou- 
rillon, qui,  si  l'on  tient  compte  du  jeu,  ne  s'appuie  que 
par  un  point  ou  mieux  par  une  arôte,  ne  touche  pas  le 
coussinet  sur  celle  où  la  direction  de  la  force  P  semblerait 
devoir  l'appuyer  si  on  l'appliquait  par  le  centre,  mais  par 
une  génératrice  qui  en  est  distante  de  l'angle  f.  Si,  par 
exemple,  le  tourillon  est  une  fusée  prise  dans  son  moyeu 
et  simplement  pesante,  elle  ne  porte  pas  sur  le  point  le 
plus  bas.  mais  elle  grimpe  pendant  le  mouvement  jusqu'à 
l'élément  incliné  sous  l'angle  9,  où  elle  se  maintient  en 
équilibre. 

Quant  au  frottement,  il  nous  est  donné  par  sa  valeur  gé- 
nérale (255), 

Fr-  — /— R=r  T  /  — P. 

Son  travail  pour  un  tour  sera  donc,  si  r  désigue  le  rayon 
du  tourillon, 

F.2yr=r   L__»  Pr. 

364.  Quant  au  tourillon  proprement  dit,  la  conséquence 
à  tirer  de  cette  formule  est  que  le  diamètre  doit  être  ré- 
duit au  strict  nécessaire.  Et  en  effet  les  tonrillons  ont  tou- 
jours un  diamètre  beaucoup  moindre  que  celui  des  arbres 
dont  ils  font  partie.  On  a  soin  en  revanche  de  les  compo- 
ser d'une  matière  plus  résistante,  telle  que  l'acier  (451  ). 

La  même  formule  peut  s'appliquer  à  l'articulation  de 
bielle  embrassant  un  bouton  de  manivelle  (40),  et  encore 
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à  rexccntri(|ue  circulaire  à  collier  (41).  Nous  avons  vu  en 
effet  que  la  somme  des  perles  de  travail  (356)  ne  dépend 
que  do  mouvement  relatif,  identique,  dans  le  cas  actuel,  à 
celui  d'un  tourillon  dans  sou  coussinet;  r  représente  alors 
le  rayon  du  boulon  de  manivelle  ou  celui  du  noyau  d'excen- 
trique. 

Au  point  de  vue  géométrique,  l'organe  est  aussi  le  même 
(161  ),  car  l'excentrique  circulaire  à  collier  est  équivalent 
au  système  d'une  bielle  et  d  une  manivelle  dont  le  bras 
serait  l'excentricité,  moindre  par  conséquent  que  r.  Pour 
une  course  de  la  bielle  ou  un  bras  de  la  manivelle  don- 
nés, r  a  donc  pour  limite  zéro  avec  l'articulation,  et  le 
bras  pour  l'excentrique.  On  doit  par  suite  le  considérer^ 
comme  petit  pour  l'articulation  et  comme  excessif  pour 
l'excentrique.  11  faui  donc,  au  moins  dans  ce  dernier  cas, 
que  le  facteur  P  soit  faible,  sans  quoi  l'influence  du  frotte- 
ment deviendrait  énorme. 

Concluons  de  là  qu'on  doit  employer  l'articulation  pour 
les  transmissions  énergiques  et  l'excentrique  pour  celles 
qui  sont  moins  intenses.  Dans  les  locomotives,  par  exemple, 
on  peut  apercevoir  sur  le  même  arbre  des  coudes  munis 
d'articulations  pour  transmettre  l'action  motrice,  et  des 
excentriques  pour  produire  le  jeu  des  tiroirs  avec  une  force 
qui  est  relativement  insignifiante. 

365.  Occupons-nous  maintenant  du  frottement  d'un 
pivot  sur  le  fond  de  sa  crapaudine,  ou  dune  cheville  ou- 
vrière sur  son  siège  (38). 

Si  Q  nous  désigne  la  force  unique  qui  est  dirigée  sui- 
vant l'axe,  on  peut  admettre  que  la  pression  se  répartit  uni- 
formément sur  touie  la  surface,  car  l'usure  altérera  davan- 
tage les  points  les  plus  pressés  jusqu'à  ce  qu'ils  se  refusent 

à  celte  pression.  Si  S  désigne  la  surface  d'appui,  ~  sera  doue 
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la  pression  par  unité  de  surface;  -  2 Jt/v/r,  l'effort  supporté 
par  une  couronne  infinitésimale  de  rayon  intérieur  r  et 
d'épaisseur  ^j/g  zitrdr,  le  frottement  correspondant,  et 

27rr./^  arc/v/rson  travail  pour  un  tour.  Le  travail  total 
sera  ainsi  exprimé  par  l'intégrale 

On  aura  pour  le  pivot 

R'=o,    S  =  7rR». 

et  l'expression  deviendra 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  que  la  perte  de  travail  est  la 
même  que  si  l'effort  total  était  appliqué  aux  deux  tiers  du 
rayon  d'appui.  De  là  un  grand  intérêt  à  diminuer  ce  rayon 
et  à  employer  la  forme  convexe  dite  en  goutte  de  suif  qui  le 
réduit  aux  plus  faibles  dimensions.  L'avantage  qu'il  y  a  à 
restrci  ndre  le  contact  aux  parties  centrales  est  si  bien  connu, 
que  l'on  est  ordinairement  contraint  de  tenir  sous  clef  le 
système  de  suspension  des  plaques  tournantes  dans  les  gares 
de  chemin  de  fer,  pour  éviter  que  les  hommes  d'équipe  ne 
serrent  les  boulons  du  centre,  de  manière  à  diminuer  le 
travail  des  frottements  qu'ils  ont  à  vaincre,  au  détriment 
de  la  stabilité  de  la  plaque,  lorsqu'un  train  la  traverse  en 
vitesse. 

On  aura  de  même,  pour  la  cheville  ouvrière  ou  un  épau- 
lementde  tourillon, 

S  =  ir(R* — R'*), 


« 
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et  l'expression  deviendra 

3(R>-R'>)     -3"/QlR+R     B  +  R7;* 

*  Si  on  désigne  par  e  l'épaisseur  et  p  le  rayon  moyen, 

R  +  R'  =  2f,    R  — R'=t, 

I 

on  peut  employer  la  formule  plus  simple 

1 

$111. 

GLISSIÈRES  HÉLIÇOIDALES. 

366.  Fis  à  filet  cerné.  — Les  efforts  qui  sollicitent  une 
vis  dans  les  machines  présentent  toujours  des  conditions 
de  symétrie  qui  permettent  de  les  réduire  à  une  force 
dirigée  suivant  l'axe  et  un  couple  perpendiculaire  à  l'axe. 
Nous  traiterons  ce  dernier  comme  la  puissance  P/?,  et  la 
première  comme  la  résistance  Q  que  nous  supposerons 
dirigée  de  bas  en  haut,  la  vis  étant  placée  verticalement 
pour  fixer  les  idées. 

Si  nous  étudions  d'abord  le  mouvement  descendant,  le 
point  d'appui  que  prend  la  vis  sur  son  écrou  pour  vaincre 
la  résistance  se  trouvera  au-dessus  d'elle  (Pl.  IF,Jig.  56), 
de  sorte  que  la  réaction  élémentaire  R  de  chaque  point  M 
sera  dirigée  de  haut  en  bas,  et  fera  avec  la  normale  l'angle  ^ 
compté  en  arrière  de  la  descente  et  dans  le  plan  de  la  nor- 
male et  du  glissement.  Ce  dernier  s'effectue  suivant  l'hélice 
du  point  M.  Le  plan  tangent  passe  par  la  tangente  à  cette 
hélice  et  la  génératrice  horizontale.  La  normale  de  l'héli- 
çoïde  est  donc  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  tangente  à 
l'hélice  dans  le  plan  langent  au  cylindre  qui  passe  par  le 

*4 
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point  M.  Dès  lors  le  bras  de  levier  de  la  force  R,  par  rap- 
port à  l'axe,  sera  le  rayon  r  du  point  M,  et  son  inelinaison 
sur  l'axe  <  -H  9,  si  «désigne  celle  de  l'hélice  du  point  M. 

iNous  aurons  donc,  en  posant  l'équation  de  projection 
sur  l'axe, 

Q  =  2Rcos(i  <j>), 

« 

el  celle  des  moments  par  rapport  à  l'axe, 

P/>  =  ïRsin(*  H-?).r. 

Dans  ces  deux  relations,  i  et  r  sont  des  quantités  variables. 
Il  est  eîair  qu'il  existe  pour  elles  des  valeurs  moyennes 
telles,  qu'en  les  leur  attribuant  d'une  manière  constante 
le  résultat  des  intégrations  reste  le  même.  Comme  dans  la 
pratique  les  vis  de  machines  ont  des  filets  étroits,  nous 
pouvons  admettre  saus  erreur  notable  pour  des  évalua- 
tions numériques,  et  sans  aucune  espèce  d'inconvénient 
pour  la  discussion  de  l'appareil,  que  ces  valeurs  sont  toutes 
les  deux  celles  qui  correspondent  à  l'hélice  moyenne, 
menée  par  le  milieu  de  l'épaisseur.  Dans  ces  conditions,  les 
formules  deviennent 

Q=cos(r-*-?).2R, 
P/>  =  rsin(/-h?).2R, 

et  l'on  en  tire  le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance 

_  =  -tang(f-hç>). 

Comme  l'angle  y  ne  figure  dans  celte  formule  qu'en  s'ajou- 
tant  à  i,  on  peut  résumer  l'influence  du  frottement  en  di- 
sant qu'il  a  pour  eflet  de  rendre  la  vis  théorique  plus 
rapide,  d'une  quantité  égale  à  l'angle  de  frottement. 

Dans  le  mouvement  ascendant,  l'angle  a>  sera  compté  de 
l'autre  côté  de  la  normale,  et  l'inclinaison  de  la  réaction 
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totale  sur  l'axe,  au  lieu  d'être  /-h  <p,  sera  i  —  (p.  La  formule 
deviendra  de  cette  manière 

P  r 

-  =~tang(/— ç). 

L'influence  du  frottement  sera  dès  lors  de  rendre  la  vis 
théorique  plus  lente  d'une  quantité  égale  à  l'angle  de  frot- 
tement. 

Si  nous  appliquons  à  la  formule 

?  =itang(/±?), 

qui  comprend  les  deux  cas,  la  méthode  générale  qui  fait 
connaître  le  rendement  (337),  nous  trouverons 


ou,  en  développant, 


tang/ 
tang(/=fcj)' 

izp/tang/ 

1  ±y*coi/  ' 


ENGRENAGES. 

367.  Engrenages  cylindriques.  —  Ces  engrenages  ne 
sont  plus  des  glissières  proprement  dites,  mais  des  appareils 
de  glissement  mixte.  11  faudrait  donc  a  la  rigueur  combiner 
avec  les  forces  de  frottement  les  résistances  que  subit  le  rou- 
lement. Mais  ces  dernières  sont  tellement  faibles  par  rap- 
port au  frottement  de  glissement,  quelles  perdent  toute 
influence  dans  les  questions  où  elles  s'y  trouvent  combi- 
nées, et  qu'on  est  alors  suffisamment  autorisé  à  en  faire 
abstraction. 

Nous  avons  vu  (74)  que  le  mouvement  relatif  des  engre- 
nages revient  au  roulement  simple  de  leurs  courbes  pri- 

24. 
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mi  thés,  qui  sont  toujours  des  cercles  dans  les  machines 
(Pl.  IF,fig.  57).  Nous  pouvons  supposer,  pour  plus  de 
simplicité,  que  les  forces  appliquées  à  chaque  roue  soient 
réduites  à  une  seule,  tangente  à  son  cercle  primitif.  Je  rap- 
pelle cucore  ce  principe  fondamental  (75),  que  la  normale 
commune  des  dents  passe  incessamment  par  le  point  de 
contact  des  cercles  primitifs. 

Si  nous  écrivons  pour  chacune  des  deux  roues  l' équation 
des  moments  relatifs  à  son  axe,  il  viendra 


d'où 


Qr—  R  [rsin(a-r- j  )-+-/>  si  n?]==o, 
QV  —  R,[//sin(a-t-^) — /jsin?]  =  o, 

Q  =  R  £sin(a-h?)4-  £sin?J, 

Q'=R'£sin(a-4-T)  —  ^  sinf  j, 

et  en  remarquant  que  R  =  R'  d'après  l'égalité  de  Faction  à 
la  réaction, 

*  • 

sin(a  4- ?)  4-  -  sin  y 

v   •  r 

Q      sm(«  +  ç)-£sio? 

Si  donc  on  représente  l'influence  du  frottement  par  une 
force  additionnelle  F  appliquée,  comme  les  premières,  tan- 
gentiellement  aux  circonférences  primitives,  il  vil 


f_Q-Q'_  r(Lr+?)sin? 

Q~~     Q      "*"  p 

sin(a-h  ?)■+•- sinip 

Telle  est  la  formule  rigoureuse  en  fonction  des  coordonnées 
polaires  p  et  a  du  lieu  du  point  de  contact  dans  l'espace 
absolu. 

Elle  montre  que  le  rayon  p  doit  rester  petit  et  l'azimut  a 
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voisin  d'un  angle  droit.  La  première  condition  exige  que 
le  pas  soit  faible  et  la  seconde  se  trouve  convenablement 
remplie  dans  les  profils  usités,  pour  lesquels  le  lieu  du  con- 
tact est  un  limaçon  de  Pascal  (79),  un  cercle  tangent  aux 
circonférences  primitives  (81)  ou  une  droite  très-inclinée 
sur  la  ligne  des  centres  (80). 

368.  Le  rapport  précédent  est  variable  pendant  toute 
rétendue  du  passage  d'une  dent.  Pour  obtenir  sa  valeur 
moyenne,  sous  une  forme  suffisamment  simple  pour  deve- 
nir pratique,  nous  opérerons  par  approximation. 

Nous  venons  de  reconnaître  que  a  n'est  que  peu  inférieur 
à  90  degrés.  Nous  pouvons  donc,  sauf  erreur,  confondre 
«-+-9  avec  l'angle  droit,  ou  sin  (a-f-<p)  avec  l'unité.  D'ail- 
leurs le  pas  est  petit,  et  comme  p  lui  reste  inférieur,  le 

terme  ^sin<p  renferme  deux  facteurs  très-petits  p  et  <p,  ce 

qui  permet  de  le  négliger.  Au  numérateur  on  peut  en- 

f 

core  remplacer  sino  par  »t  ou  dans  les  mêmes  limites 

d'approximation  par/.  La  formule  se  simplifie  alors  de  la 
manière  suivante  : 

*=/>(!  +  £)  Q. 

Mais  en  raison  des  remarques  précédentes,  p  diffère  peu 
de  l'arc  primitif*,  et  le  travail  élémentaire  du  frottement 
peut  s'écrire 

ou  le  travail  total, 

en  désignant  le  pas  par  a.  Or  Q<j  représente  le  travail 
résistant  que  Ton  peut  ici  remplacer  par  le  travail  moteur, 
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attendu  qu'il  est  affecté  dans  cette  formule  du  facteur  y  et 
que  les  termes  dus  au  frottement  qui  forment  la  dilféreuce 
de  c  es  deux  travaux  se  trouveraient  par  là  portes  au  second 
'  ordre.  Si  donc  nous  divisons  par  Qcr,  nous  aurons  le  rap- 
port du  travail  perdu  par  le  frottement  au  travail  moteur, 
ou  la  perte  proportionnelle  que  produisent  les  engrenages 

Pour  simplifier  encore  l'application  de  cette  formule, 
nous  introduirons  les  modules  n  et  n'  des  deux  roues-: 

/io=2izr,    /ï'<r=  2îrr', 

Tr  2r'~~/î7' 
et  il  viendra  définitivement  pour  la  perte  proportionnelle 

369.  Dansla  réalité  il  y  a  plusieurs  couples  de  dents  simul- 
tanément eu  prise,  mais  le  résultat  n'en  est  pas  modifié.  Q  est 
alors  remplacé  par  une  somme  d'actions  Q,  Qi-h  Qa-f-  • .  • 
trausmises  par  rinlermédiaire  de  chaque  couple,  et  le  fac- 
teur (Q,  -f-  Qt-h  Qs -K.. )  0"  exprime  encore  le  travail  résis- 
tant pendant  un  pas,  c'est-à-dire  pendant  l'intervalle  qu'il 
suffit  d'envisager  pour  avoir  la  perle  proportionnelle,  puis- 
que le  mouvement  est  nécessairement  périodique. 

Si  l'engrenage  est  intérieur,  on  vérifiera  facilement  que 
le  terme  r'  s'introduit  dans  les  équations  de  moments,  de  la 
même  manière  que  /*,  tandis  qu'il  figure  pour  l'engrenage 
extérieur  avec  un  signe  contraire.  Il  suffit  donc  de  chan- 
ger dans  le  résultat  le  signe  de  r'  ou  de  ri,  ce  qui  donne 
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La  perte  est  par  conséquent  inoins  grande,  ce  qui  cive  une 
différence  à  l'avantage  des  engrenages  intérieurs,  à  la  vé- 
rité largement  compensée  par  leurs  inconvénients.  1 

Le  eas  de  la  crémaillère  s'obtiendra  en  faisant  r1  ou 
n'=  oo  .  Il  viendra  ainsi 

ÙL 

n 

pour  la  perte  proportionnelle. 

On  remarquera  que  dans  toutes  ces  formules  les  modules 
figurent  eu  dénominateur,  ce  qui  met  en  évidence  l'intérêt 
que  Ton  trouve  à  augmenter  le  module  en  diminuant  le  pas. 


< 
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CHAPITRE  XXIIL 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DU  FROTTEMENT. 


si. 

ARC-BOUTEMENT. 

370.  Le  frottement,  qui  se  présente  à  nous  comme  dimi- 
nuant toujours  le  travail  transmis  utilement  dans  le  mou- 
vement des  machines,  peut,  dans  certains  cas,  apporter  une 
entrave  absolue  à  ce  mouvement,  de  telle  façon  qu'en 
augmentant  indéfiniment  l'intensité  des  efforts,  on  arrive- 
rait a  la  rupture  et  à  la  dislocation  complète  de  l'appareil , 
avant  d'avoir  provoque  sa  mise  en  marche.  C'est  là  une 
des  propriétés  les  plus  caractéristiques  de  la  force  de  frot- 
tement qu'on  appelle  Y arc-bout ement. 

Le  fait  apparaîtra  clairement  dans  les  exemples  qui  vont 
suivre,  mais  on  peut  le  faire  prévoir  d'uue  manière  géné- 
rale. En  elfet,  d'après  la  Joi  fondamentale,  la  réaction  de 
deux  pièces  en  contact  a  une  direction  absolument  assi- 
gnée que  rien  ne  peut  faire  varier  (355)  ;  son  sens  sur  cette 
direction  est  également  déterminé  pour  chacun  des  deux 
corps,  car  il  s'étend,  bien  entendu,  de  l'autre  corps  vers  lui. 
Enfin  son  intensité,  sans  être  déterminée,  ne  peut  être 
nulle  et  à  plus  forte  raison  négative.  Au  contraire,  toutes 
les  forces  que  nous  appliquons  directement  sont  à  notre 
disposition  comme  grandeur,  direction  et  sens.  On  com- 
prend donc  que  l'on  puisse  placer  ces  forces  dans  des  con- 
ditions telles,  que  les  équations  de  projections  ou  de  mo- 
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ments  dans  lesquelles  elles  figurent  avec  les  forces  de 
réaction  fournissent  pour  celles-ci  des  valeurs  négatives. 
Or,  nous  venons  de  dire  que  ces  valeurs  ne  peuvent  re- 
cevoir aucune  interprétation,  puisqu'il  ne  doit  pas  être 
question  d'opposition  de  sens.  Il  faut  donc  en  conclure  que 
le  mouvement  uniforme  que  représentent  ces  équations,  et 
à  fortiorilc  mouvement  accéléreront  impossibles,  de  sorte 
que  le  système  ne  pourra  se  mettre  en  marche. 

11  faudrait  bien  se  garder  d'étendre  cette  impossibilité  au 
repos,  sous  le  prétexte  qu'il  est  aussi  représenté  par  les 
équations  d'équilibre.  On  voit  en  effet  qu'on  serait  conduit 
par  là  à  une  absurdité  évidente,  car  il  faut  bien  que  le 
système  soit  en  repos  ou  en  mouvement.  Mais  d'ailleurs  on 
doit  se  rappeler  que  dans  le  repos  (330)  la  position  de  la 
réaction  totale  n'est  plus  déterminée  à  priori  comme  dans 
le  mouvement.  L'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  est 
alors  quelconque,  et  l'on  sait  seulement  qu'il  reste  compris 
entre  les  limites  zéro  et  y.  On  pourra  donc  toujours  lui  trou- 
verunc  valeur  capablede  satisfaire  aux  équations,  puisqu'en 
abaissant  cet  angle  à  la  rigueur  jusqu'à  zéro,  on  rentrerait 
dans  le  cas  des  liaisons  théoriques  pour  lesquelles  on  ne 
rencontre  jamais  d'entraves  de  cette  nature. 

371.  Cette  propriété  curieuse  se  prête  parfaitement  à  la 
construction  des  encliquetages,  appareils  destinés,  comme 
nous  l'avons  vu  (246),  à  permettre  le  mouvement  dans  un 
sens  et  à  prévenir  le  retour  en  arrière.  Il  sufGra  en  effet, 
en  thèse  générale,  de  disposer  les  éléments  du  mécanisme 
de  manière  que  l'impossibilité  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion se  manifeste  pour  ùn  sens  de  mouvement  et  non  pour 
l'autre.  Et  il  n'y  a  là  rien  que  de  très-facile  à  concevoir, 
puisque  toutes  les  forces  de  réaction  changent  à  la  fois  de 
situation  avec  le  sens  du  mouvement  (347). 

Ces  encliquetages  ont  sur  les  rochets  le  grand  avantage 
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d'éviter  le  temps  perdu  (2-46),  et  aussi  leferraillcmcnt  (2i7) 
qui  esta  peu  près  inséparable  de  ces  appareils. 

372.  Arc -boulement  direct,  — Le  plus  simple  des  cas 
d'arc-bontement  se  présente  lorsqu'on  appuie  trop  nor- 
malement sur  un  corps  pour  le  faire  glisser  le  long  d'un 
autre. 

Supposons  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  la  tendance  vers 
la  gauche.  La  réaction  R  se  trouvera  à  droite  de  la  nor- 
male sous  l'angle  <p.  Si  donc  la  puissance  P  est  inclinée  de 
a.  >  <p,  leur  résultante  F  sera  dirigée  vers  la  gauche  et  pro- 
duira Je  mouvement.  Si  a  <  9,  elle  se  trouvera  inclinée 
vers  la  droite,  ce  qui  est  inconciliable  avec  l'hypothèse  du 
départ  vers  la  gauche  qu'elle  doit  déterminer.  Le  glissrmeut 
aura  donc  lieu  dans  le  premier  cas,  et  sera  impossible  daus 
le  second, 

373.  Ce  principe  explique  pourquoi  un  corps  pesant  posé 
sur  un  plan  trop  peu  incliné  reste  en  équilibre  (315)  et 
ne  commence  à  descendre  que  lorsque  l'inclinaison  dc\ient 
égale  à  l'angle  de  frottement.  Il  permet  par  suite  d'établir 
les  plans  de  joints  daus  les  massifs  de  construction,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  constater  l'horizon tali lé  rigoureuse 
de  ces  plan3. 

Ce  principe  permet  de  même  d'établir  les  plans  de 
joints  dans  les  voûtes,  sans  la  connaissance  rigoureuse  de  la 
courbe  des  pressions  à  laquelle  ils  doivent  être  normaux  \ 
car  il  permet  une  latitude  égale  à  <p  de  part  et  d'au  ire,  sans 
que  le  voussoir  se  trouve  contraint  de  ressortir  en  glissant 
sur  les  faces  voisines. 

374.  Vis  à  filet  carré.  —  Nous  avons  reconnu  (36G) 
que  l'influence  du  frottement  sur  la  vis  à  filet  carré  se  ré* 
duit  à  la  rendre  plus  rapide  ou  plus  lente  de  l'angle  de 
frottement,  suivant  que  l'on  envisage  le  mouvement  des- 
cendant ou  ascendant. 
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L'inclinaison  théorique  de  la  vis  pour  la  descente  est 
donc  ï  -hg>.  Elle  doit  bien  entendu  rester  inférieure  à  l'an- 
gle droit 

i-r-?<9o 
î<go  — ?. 

Celle  de  la  montée  sera  de  même  i —  9,  et  comme  elle  ne 
peut  être  négative, 

/-<P>o 

D'après  cela,  pour  qu'une  vis  puisse  fonctionner  dans 
les  deux  sens  comme  organe  de  transmission,  il  faut  que  les 
conditions  précédentes  soient  remplies  à  la  fois  ou  que  Ton 
ait 

«?</<go  — 

la  vis  n'étant  ni  trop  lente  ni  trop  rapide. 

Si  au  contraire  on  considère  les  vis  de  pression  ou  d  as- 
semblage, elles  doivent  fonctionner  comme  encliquetages 
en  effectuant  la  descente,  mais  en  s  opposant  au  retour 
en  arrière  que  tendrait  à  provoquer  la  résistance.  Il  faut 
donc  que  la  première  condition  se  trouve  remplie,  mais 
non  la  seconde, 

f<90— f,  /<?, 

et  par  suite  la  vis  doit  être  suffisamment  lente. 

Pour  desserrer  il  suffira  d'agir  en  sens  inverse  sur  les 
bras  de  levier. 

On  remarquera  comme  une  conséquence  curieuse  des 
lois  du  frottement  l'inégalité 

?  <  9°  —  ?> 
f<45% 

qui  doit  être  remplie  par  les  vis  de  transmission.  On  voit 
par  là  combien  l'appréciation  des  résistances  passives  est 
indispensable,  puisque  l'emploi  de  certains  matériaux 
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pourrait  rendre  absolument  impossible  un  mouvement  que 
rien  ne  semble  entraver  à  l'inspection  d'une  épure,  et  qui 
s'effectuerait  en  effet  parfaitement  avec  d'autres  matériaux. 

375.  Coin.  —  Lorsque  le  coin  théorique  subit  des 
efforts  perpendiculaires  à  ses  faces,  elles  comprennent 
entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  du  coin.  Or,  lorsque 
trois  forces  sont  en  équilibre,  chacune  d'elles  est  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres,  ce  qui  est 
aussi  la  relation  des  côtés  d'un  triangle.  Donc  les  efforts 
subis  par  chacun  des  côtés  du  coin  sont  en  raison  de  ces  côtés. 

Si  nous  avons  égard  au  frottement,  les  réactions  des 
faces  latérales,  au  lieu  d'être  normales,  se  relèvent  chacune 
de  l'angle  de  frottement.  Si  donc  nous  imaginons  un  coin 
théorique  qui  soit  plus  ouvert  que  le  proposé  du  double 
de  cet  angle,  ses  faces  redeviendront  perpendiculaires  aux 
forces  et  les  choses  se  passeront  comme  tout  à  l'heure.  On 
peut  donc  dire  que  l'effet  du  frottement  dans  le  coin  est  de 
l'ouvrir  du  double  de  l'angle  du  frottement  pour  le  mou- 
vement d'entrée.  Et  on  reconnailraitdemêmequ'il  revient  à 
le  fermer  de  la  môme  quantité  pour  le  mouvement  de  sortie. 

L'angle  théorique  devient  donc  pour  l'entrée  2  (a  4-?), 
si  2  a  est  celui  du  coin  matériel.  Il  est  clair  que  cet  angle 
doit  rester  inférieur  à  180  degrés,  donc 

%{*+l)<iBo9 
«<9°-?- 

Il  sera  de  même  pour  la  sortie  2  (a  —  q>)  ;  mais  comme  il 
ne  peut  être  négatif,  on  doit  avoir  de  même 

a(a  —  ^  >  o, 

Il  faudra  ainsi,  pour  que  le  coin  fonctionne  comme  pièce 
de  transmission,  que  l'on  ait  à  la  fois 

?<«<<)<>-?• 
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11  ne  doit  donc  être  ni  trop  aigu  ni  trop  obtus  (et  la  condi- 
tion <p<45  degrés  doit  encore  être  remplie).  El  pour 
qu'il  fonctionne  pour  le  serrage,  comme  cale  ou  clef  à* 
titre  d'encliquelage,  il  faut  poser  au  contraire 

«<9°  — ?»  *<fi 

l'angle  doit  être  alors  suffisamment  aigu. 

Pour  desserrer,  il  suffira  de  frapper  le  coin  par-dessous 
en  sens  inverse,  à  moins  que  l'on  n'ait  un  contre-coin  (35). 

376.  Valet.  —  Les  menuisiers  emploient,  pour  mainte- 
nir les  planches  qu'ils  veulent  mettre  en  œuvre,  une  pièce 
de  fer  appelée  valet  :  sa  tige  traverse  l'établi  dans  un  œillet 
spécial,  et  son  bec  s'appuie  sur  la  planche  contre  laquelle 
on  le  serre  à  l'aide  de  quelques  coups  de  maillet.  Le  des- 
serrage spontané  est  alors  impossible  sous  des  conditions 
que  nous  allons  déterminer  (Pl.  XFI,Jig.  a56). 

Supposons  le  mouvement  de  sortie  sur  le  point  de  pren- 
dre naissance;  le  valet  sera  soumis,  outre  la  réaction  F  de 
la  planche  qu'il  sert  à  maintenir,  à  celles  R  et  R'  de  l'établi. 
Ces  dernières  se  rencontrent  en  K  assez  près  de  l'œillet, 
pourvu  que  l'angle  de  frottement  <p  ait  une  valeur  suffisante. 
Or  il  faudrait  que  la  force  F  passât  en  K  pour  tenir  en 
équilibre  la  résultante  de  R  et  R',  et  elle  n'y  passera  pas  si 
le  bec  est  suffisamment  long.  Le  valet  se  trouvera  donc 
alors  dans  l'impossibilité  de  sortir. 

Les  conditions  de  l'arc-boutement  sont  par  conséquent 
que  le  bec  soit  long  par  rapport  à  l'épaisseur  de  l'établi,  et 
que  le  frottement  soit  suffisamment  intense. 

Pour  desserrer  il  suffira  de  frapper  quelques  coups  sur 
l'extrémité  de  la  tige. 

377.  Le  principe  que  nous  venons  d'expliquer  pour  le 
valet  de  menuiserie  est  évidemment  plus  général  et  con- 
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vient  à  toutes  les  tige*  pincées,  c'est-à-dire  à  celles  qui 
sont  d'une  certaine  largeur  par  rapport  à  la  distance  des 
"points  entre  lesquels  elles  sont  guidées;  lorsqu'en  outre  on 
les  sollicite  par  des  forces  excentriques  et  éloignées  de  Taxe 
défigure  des  points  fixes. 

Ce  fait  se  présente,  par  exemple,  dans  les  tiroirs  des  meu- 
bles larges  et  peu  profonds  que  l'on  vient  à  pousser  de  tra- 
vers* 

Il  arriverait  encore  dans  les  tiges  des  bocards  que  Ton 
soulève  par  un  mentonnet  latéral,  si  l'on  n'avait  soin  de 
donnera  ces  tiges  une  assez  grande  longueur  dont  l'utilité 
ne  s'aperçoit  pas  au  premier  abord,  cl  d'employer  en  même 
temps  des  mentonnels  très-courts. 

C'est  encore  une  raison  de  plus  (361  )  pour  donner  à  la 
coquille  des  glissières  de  locomotives  une  longueur  suffi- 
sante par  rapport  à  sa  largeur. 

378.  Encliquctage  Saladin.  —  Le  même  principe  a 
été  appliqué  par  M.  Saladin  à  la  construction  d'uu  encli- 
quetage  (Pl.  XFI,fig.  2^7) . 

La  tige  passe  dans  l'œil  de  chacune  des  deux  barres  qui 
portent  à  leur  extrémité  des  boules  pesantes.  La  barre  infé- 
rieure se  trouve  suspendue  par  une  bielle  très-courte  à  un 
point  fixe.  La  seconde  l  est  de  la  même  manière  à  l'exlré- 
mité  d'un  levier  de  manœuvre. 

Si  les  barres  gardent  l'inclinaison  de  la  figure,  elles  pin- 
cent la  tige  et  empêchent  son  poids  et  la  réaction  des  ma- 
tières mises  en  presse  de  la  faire  redescendre.  Il  n'en  serait 
plus  de  même  si  les  barres  se  rapprochaient  de  l'horizon- 
tale. Alors  l'œil,  qui  est  plus  large  que  la  tige,  présenterait 
un  jeu  suffisant  et  le  passage  redeviendrait  libre. 

D'après  cela,  imaginons  que  Ton  agisse  sur  la  poignée 
du  levier  de  haut  en  bas.  L'extrémité  tend  à  monter,  la 
boule  à  descendre  par  son  poids,  l'inclinaison  à  être  main- 
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tenue.  Le  jeu  est  donc  impossible  et  le  levier  fera  monter 
la  tige.  D'ailleurs,  celte  tendance  arrive  facilement  à  vain- 
cre le  poids  de  la  boule  inférieure  et  à  rapprocher  la  barre 
de  l'horizontale  de  manière  à  ouvrir  le  passage. 

Si  au  contraire  on  relève  la  poignée  du  levier,  on  abaisse 
l'autre  extrémité  et  la  barre  supérieure  tend  à  se  rappro- 
cher de  l'horizontale.  La  tige  n'est  plus  pincée  et  elle  tend 
à  redescendre.  Mais  par  cela  même  la  seconde  boule  abaisse 
par  son  poids  la  barre  inférieure  cjuî  leprend  son  inclinai- 
son et  pince  la  tige.  Celle-ci  ne  peut  donc  redescendre  et 
l'espace  gagné  vers  le  haut  se  trouve  conservé.  Kn  même 
temps  le  levier  s  abaissant,  puisque  son  jeu  est  redevenu 
libre,  la  barre  supérieure  reprend  la  tige  de  plus  bas,  et 
tout  est  prêt  pour  une  nouvelle  opération. 

Pour  dépresscr  on  n'aura  qu'à  soulever  à  la  fois  les  deux 
boules. 

379.  M.  Saladin  a  aussi  disposé  un  encliquetage  à  double 
effet  (Pl.  XVI,  fig,  a58)  qui  fonctionne  comme  celui  de 
Lagarousse  (218). 

La  jante  d'une  roue  est  prise  entre  des  anneaux  ou  por- 
tions d'anneaux  qui  l'entraîneront  s'ils  la  pincent  par  leur 
obliquité,  et  glisseront  librement  eu  raison  de  leur  largeur 
si  on  les  maintient  normalement  à  la  circonférence. 

Ils  sont  manœuvrés  par  des  bras  que  la  rotation  fait  mou* 
voir  dans  deux  sens  opposés.  Il  y  en  a  dès  lors  toujours  un 
pour  lequel  l'anneau  pince  la  jante  et  l'entraîne,  tandis  que 
l'autre  glisse  à  sa  circonférence  sous  l'cilbri  d'un  ressort 
destiné  à  le  maiutenir  normalement.  Puis  les  rôles  chan- 
gent à  l'oscillation  suivante.  L'anneau  libre  devient  me- 
nant \  mais  comme  il  a  changé  de  sens,  le  mouvement  de  la 
roue  se  continue  du  même  côté. 

Pour  desserrer  il  suflît  d'appuyer  à  la  fois  sur  les  deux 
anneaux  de  manière  à  les  redresser  normalement. 
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380.  Encliquetage  Dobo,  —  L'eneliquetage  Dobo  est 
formé  d'une  couronne  et  d'un  noyau  indépendants  Y  un  de 
l'autre  (Pl.XFl,  Jig.  aSp).  Sur  celui-ci  sont  montés  les 
axes  de  quatre  cames  pressées  contre  la  couronne  par 
autant  de  ressorts  d'une  faible  énergie. 

Supposons  que  l'on  imprime  à  la  couronne  la  rotation  fl: 
les  choses  se  passeront  comme  le  représente  le  croquis  de  la 
came  O.  L'action  du  ressort  sera  telle  que  F,  celle  de  la 
couronne  sera  dirigée  suivant  R.  En  effet,  le  glissement 
relatif  de  la  came  par  rapport  à  la  couronne  tend  vers  le 
haut,  donc  l'angle  y  doit  être  compté  vers  le  bas.  Ces  forces 
passent  de  côté  et  d'autre  du  point  O  et  ont  des  moments 
de  signes  contraires.  Or,  la  condition  d'équilibre  d'un  corps 
assujetti  autour  d'un  axe  fixe  est  que  la  somme  des  mo- 
ments soit  nulle  par  rapport  à  cet  axe.  Cette  condition  est 
facile  à  remplir.  Le  glissement  relatif  peut  donc  avoir  lieu 
dans  ce  sens,  et  la  couronne  n'entraînera  pas  le  noyau,  pour 
peu  qu'une  résistance  quelconque  le  maintienne. 

Au  contraire,  si  on  agit  sur  la  couronne  dans  le  sens  fl,', 
la  force  du  ressort  étant  F,  la  réaction  totale  sera  R'  et  pas- 
sera, |M>ur  peu  que  l'angle  o  soit  notable,  du  même  côté  de  O' 
que  ry.  La  condition  des  moments  est  dès  lors  impossible  à 
remplir,  et  le  glissement  relatif  ne  pourra  avoir  lieu  dans 
ces  conditions.  Aussi  la  couronuc  ne  pourra  tourner  sans 
le  noyau  et  l'entraînera  malgré  les  résistances,  pourvu  que 
la  puissance  soit  suffisante. 

On  voit  par  là  qu'un  mouvement  alternatif  de  la  cou- 
ronne déterminera  une  marche  progressive  du  noyau. 
Pour  desserrer  il  suffira  d'appuyer  sur  les  quatre  cames  en 
sens  contraire  des  ressorts. 

* 

381 .  Le  même  phénomène  d  arc-boutement  pourra  se 
présenter  dans  les  engrenages.  Ce  sont  en  effet,  comme 
dans  le  cas  actuel,  deux  courbes  tangentes  assujetties  au- 
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tour  d'axes  de  rotation.  Nous  veuons  de  voir  que  l'arc- 
boutement  se  produit  lorsqu'on  diminue  par  trop  l'angle 
sous  lequel  la  ligne  des  centres  est  vue  du  point  de  contact. 
De  là  une  nouvelle  raison  plus  décisive  encore  que  la  pre- 
mière (367),  pour  que  le  contact  s'éloigne  peu  de  celte 
ligne,  et  que  son  lieu  géométrique  s'en  détache  aussi  nor- 
malement que  possible. 

382.  u4 rcanseur-cale.  —  On  appelle  ainsi  un  appareil 
inventé  par  M.  Blatin  pour  permettre  le  mouvement  en 
avant  des  roues  de  charrette,  en  prévenant  toute  rétrogra- 
dation, de  manière  à  soulager  le  cheval  aux  montées.  Il 
consiste  en  un  simple  crochet  assemblé  autour  d'une  char- 
nière O  au  châssis  de  la  voiture,  et  qu'on  laisse  retomber 
par  son  poids  sur  la  jante  de  la  roue  (Pl.  XfrI^Jîg.  260). 

Aux  montées  l'action  Rt  se  trouve  au-dessus  du  rayon 
du  point  de  contact.  Les  moments  du  poids  P  et  de  R,  sont 
de  sens  contraire  par  rapport  à  O,  Je  glissement  est  possible 
et  le  crochet  n'exerce  sur  la  jante  qu'un  frottement  insigni- 
fiant. Si  la  roue  tend  à  redescendre,  la  réaction  se  reporte 
en  R;,  les  deux  moments  deviennent  de  même  sens  et  le 
glissement  est  impossible.  La  roue  se  trouve  ainsi  calée 
comme  par  l'effet  d'un  sabot  (256). 

8  IL 

UTILITÉ  DU  FROTTEMENT. 

383.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  nous  sommes  atta- 
chés à  présenter  le  frottement  sous  son  jour  le  plus  ordi- 
naire, c'est-à-dire  comme  une  influence  nuisible,  contre 
laquelle  le  mécanicien  doit  lutter  incessamment  pour 
augmenter  le  rendement  des  machines.  Mais  pour  se  faire 

25 
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une  idée  complète  de  cette  force  et  de  ses  propriétés,  il  est 
nécessaire  de  placer  en  parallèle  les  eflbts  éminemment 
utiles  qu'on  peut  retirer  de  son  intervention. 

Je  me  contenterai  de  citer  les  phénomènes  de  la  vie  ordi- 
naire, tels  que  la  marche,  la  préhension  des  objets,  etc., 
qui  seraient  à  peu  près  impossibles  en  l'absence  du  frotte- 
ment, comme  on  l'éprouve  sur  un  sol  glissant  ou  pour  des 
objets  huileux. 

Je  me  bornerai  encore  à  indiquer  la  nécessité  presque 
irréalisable  où  l'on  se  trouverait,  dans  les  arts  de  la  con- 
struction, de  disposer  les  matériaux  par  plans  dejoints  ma- 
thématiquement horizontaux  dans  les  massifs,  ou  normaux 
à  la  courbe  des  forces  dans  les  voûtes,  tandis  que  l'effet  du 
frottement  donne,  comme  nous  l'avons  reconnu  (373),  une 
certaine  latitude  autour  de  ces  positions  rigoureuses. 

Attirant  aux  machines  proprement  dites,  je  citerai  :  les 
encliquetages  d'arc- boutement  dont  les  fonctions  utiles 
sont  empruntées  directement  à  la  force  du  frottement  5 
les  rouleaux  de  friction  fondés  sur  l'adhérence  (5),  le 
dynamomètre  de  Prony  (321),  les  freins  qui  servent  à 
régulariser  le  mouvement  des  machines  (256)  et  parfois  à 
prévenir  les  plus  graves  dangers;  les  machines  locomo- 
tives dout  le  nom  seul  suffit  à  rappeler  l'importance. 

Je  me  suis  étendu  ailleurs  sur  la  plupart  de  ces  appareils  ; 
j'entrerai  ici  dans  quelques  développements  sur  ces  deux 
dernières  applications  du  frottement. 

384.  Locomotive,  —  La  locomotive  est  un  véhicule  qui 
porte  une  machine  à  vapeur  destinée  à  le  faire  avancer. 
Mais  celle-ci,  ne  développant  que  des  actions  intérieures, 
serait  dans  l'impossibilité  de  déplacer  son  centre  de  gra- 
vité sans  l'intervention  d'une  force  extérieure.  A  cet  e/Tet, 
la  maehinc  à  vapeur  fait  tourner  un  essieu  qui  porte  les 
roues  motrices,  et  l'adhérence  de  ces  dernières  pour  les 
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rails  détermine  la  marche  du  système.  Étudions  cette 
influence  de  plus  près. 

Lorsque  la  roue  motrice  est  contrainte  de  tourner  au  con- 
tact du  rail,  il  peut  6e  présenter  deux  cas  :  ou  il  y  aura 
glissement,  et  la  machine  patinera  sur  place,  ou  il  y  aura 
roulement,  et  la  machine  s'avancera;  de  sorte  que  si  nous 
nous  arrangeons  de  manière  à  rendre  le  glissement  impos- 
sible, le  roulement  s'ensuivra  nécessairement.  Supposons 
donc  le  glissement,  apprécions  ses  conséquences  nécessaires 
et  faisons  en  sorte  que  Tune  d'elles  ne  soit  pas  remplie. 

Le  mouvement  du  train  provoque  une  série  de  résistances 
(inertie,  frottement  dans  les  boites  à  graisse,  résistance  de 
l'air,  résistance  au  roulement  des  roues  de  wagon,  etc.) 
que  I  on  peut  résumer  par  une  certaine  force  T,  directement 
appliquée  en  arrière  du  train.  Si  donc  le  véhicule  patine, 
il  y  aura  équilibre  entre  cette  force  et  celle /N  qui  est  dé- 
veloppée par  le  frottement.  On  aura  alors  nécessairement 

T=/N. 

Il  s'ensuit  que  si,  en  désignant  par  T0  la  capacité  totale  de 
résistance  de  la  part  du  train,  ou  a 

T.  </N, 

cet  équilibre  sera  impossible.  Si  au  contraire 

T.  >/N, 

le  glissement  deviendra  possible.  On  pourra,  en  effet,  dé- 
composer par  la  pensée  T0  en  deux  portions,  l'une  T  égale 
à /N  pour  satisfaire  à  l'équation,  et  un  excédant  qui  n'aura 
pas  à  entrer  en  jeu  et  qui  sera  comme  la  résistance  indé- 
finie dont  est  capable  un  obstacle  absolu  et  qu'il  ne  déve- 
loppe que  dans  la  mesure  nécessaire  pour  s'opposer  aux 
forces  qui  viennent  à  lutter  contre  lui.  Mais  notre  but  est 
précisément  de  rendre  le  glissement  impossible.  Nous  de- 
vons donc  nous  placer  dans  le  premier  cas,  et  grandir  suffi- 
samment /*N. 

25. 
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Deux  moyens  se  présentent  pour  cela  :  en  premier  lieu, 
augmenter  /;  mais  par  là  on  s'exposerait  à  grandir  en 
même  temps  la  résistance  T0,  car  les  roues  des  wagons 
reposent  sur  le  même  rail  et  ressentiraient  un  accroisse- 
ment de  résistance  si  on  rendait  le  rail  rugueux  et  résistât!  t. 
Si  Ton  pouvait,  au  contraire,  placer  les  wagons  sur  un  rail 
poli  et  la  locomotive  sur  un  rail  rugueux,  ou,  pour  pousser 
les  choses  à  l'extrême,  sur  une  crémaillère,  on  avancerait 
toujours  malgré  toutes  les  résistances,  en  employant  assez 
de  vapeur  ;  mais  sur  un  même  rail,  et  si  le  frottement  f  est 
trop  faible,  un  plus  grand  développement  de  vapeur  n'aura 
pas  d'autre  effet  que  de  faire  patiner  la  machine  plus  rapi- 
dement. Il  convient  cependant  de  dire  que  dans  le  cas 
exceptionnel  du  verglas,  où  f  tend  à  s'atténuer  démesuré- 
ment, on  lui  restitue  sa  valeur  en  laissant  écouler  du  sable 
fin  sur  les  rails,  par  des  entonnoirs  placés  à  l'avant  des 
roues  motrices. 

La  vraie  solution  consiste  donc  à  développer  N.  Or  la 
source  ordinaire  de  cette  force  N  est  le  poids  de  la  ma- 
chine. De  là  cet  apparent  paradoxe,  que  le  poids  des  ma- 
chines fait  leur  puissance,  tandis  que  celui  des  wagons  crée 
la  résistance.  Il  convient  donc,  lorsqu'une  locomotive  est 
construite  et  destinée  à  exercer  de  fortes  tractions,  d'uti- 
liser pour  cela  tout  son  poids.  De  là  pour  les  machines  de 
marchandises  l'usage  des  bielles  d'accouplement  (170),  qui 
rendent  toutes  les  roues  de  la  locomotive  solidaires  avec 
celles  que  manœuvre  directement  la  vapeur:  principe  fort 
simple  que  Ton  pourrait  étendre  aux  roues  du  tender  et  des 
wagons,  si  Ton  ne  créait  par  là  dans  le  train  une  rigidité 
qui  s'opposerait  à  son  passage  dans  les  courbes.  On  ren- 
contre donc  pour  ce  mode  d'action  une  limite  exprimée  par 
/'P.  si  P  est  le  poids  maximum  qui  puisse  être  utilisé,  et 
qui  se  réduit  ordinairement  à  celui  de  la  locomotive. 

Cependant  M.  le  baron  Séguier  a  proposé  un  artifice  qui 
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supprime  toute  limite  pour  l'adhérence  fN  que  l'on  veut 
obtenir.  Dans  ce  système,  outre  les  rails  principaux  et  les 
roues  motrices,  on  emploie  un  rail  auxiliaire  et  deux  galets 
horizontaux  pressés  contre  lui  laléralemeut  par  des  ren- 
vois de  levier  communiquant  avec  l'attelage  même  du 
train.  L'adhérence  varie  alors  en  raison  de  la  tension  de 
l'attelage,  et  par  suite  elle  augmente  indéfiniment  avec  la 
résistance  à  surmonter. 

385.  Frein.  —  L'utilité  du  frein  consiste  à  développer 
rapidement  une  grande  quantité  de  travail  résistant  ca- 
pable de  détruire  une  quantité  équivalente  de  force  vive, 
considérée  dans  un  cas  donné  comme  nuisible.  Ce  travail 
est  dû  à  l'intervention  du  frottement.  Nous  avons  dis- 
tingué à  cet  égard  deux  modes  différents  (25*0),  suivant 
que  l'un  des  corps  était  au  repos,  ou  que  tous  les  deux  sont 
mobiles.  Mais  au  point  de  vue  dynamique  (317),  ces  deux 
modes  sont  équivalents  et  nous  pouvons  nous  borner  à  con- 
sidérer le  premier. 

Un  premier  genre  constitue  le  frein  de  translation  (sabot, 
frein  Laigncl)  (236).  Posons  l'équation  des  forces  vives 
depuis  le  commencement  de  l'action  jusqu'à  l'arrêt 

_-JLmv»=—  /P.x, 
2 

d'où,  en  désignant  par  H  la  hauteur  due  à  la  vitesse. 

'         V'  T  J 

x  —-•  —  =  Hcot©. 

Telle  sera  la  distance  parcourue  sous  l'action  du  frein. 
Pour  avoir  en  outre  le  temps  écoulé,  nous  poserons  l'équa- 
tion du  mouvement  rectiligne 

«•  =  v  —fgty 
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d'où,  en  faisant  v=  o, 

^  v 

fs 

On  remarquera  la  reîalîoii  qui  a  Jicu  ici,  comme  du  reste 
dans  tout  mouvement  uniformément  varié,  entre  l'espace 
et  le  temps 

.r  =  —  I  » 

1 

la  môme  que  si  le  mouvement  devenait  uniforme  avec  une 
vitesse  moitié  de  la  proposée. 

Le  second  genre  est  le  frein  de  rotation  (frein  des  vo- 
lants) (256).  Posons  encore  l'équation  des  forces  vives  de- 
puis l'instant  dont  la  vitesse  qu'il  s'agit  de  détruire  est  Q. 
jusqu'à  l'arrêt.  Soit  R  le  rayon  du  volant  que  l'on  peut 
assimiler  à  son  rayon  de  giration  et  V  la  vitesse  à  la  cir- 
conférence, il  viendra 

—  iMR»ÛJ=-/NR.a, 
MRn» 

a  =  T7rT 

Pour  avoir,  eu  outre,  le  temps  de  l'arrêt,  nous  poserons 
l'équation  de  la  rotation 

d»  _  _  fy.R  _  /N 
dt"m       MR*  ~~  luV 

w  =  n-alR'' 

d'où,  en  faisant  w  =  o, 

_    MRn     V  M 

on  aura  encore  entre  ces  deux  éléments  la  relation 

«  =  — T- 

2 
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On  remarquera  l'analogie  complète  de  ces  deux  séries  de 
formules,  qui  montrent  que  le  mode  d'action  des  freins 
fondés  sur  le  frottement  des  corps  solides  diffère  peu  au 
fond  avec  le  dispositif.  Il  est  donc  inutile  de  traiter  avec 
des  formules  qui  seraient  plus  compliquées  dans  leur  forme, 
mais  nécessairement  intermédiaires  dans  leur  résultat,  les 
appareils  du  troisième  genre  qui  comprennent  les  freins 
mixtes  dans  lesquels  les  pièces  sont  animées  de  mouve- 
ments différents  de  translation  et  de  rotation  (manivelle 
des  voitures,  frein  des  wagous)  (257). 

§  m. 

MOUVEMENT  LOUVOYANT. 

■ 

380.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  frottement 
exerce  une  influence  tantôt  utile,  tantôt  nuisible.  Le  plus 
ordinairement  on  se  trouve  dans  ce  dernier  cas,  et  l'on  a 
à  lutter  contre  lui  pour  la  production  d'effets  déterminés. 
Or,  on  peut,  en  se  fondant  simplement  sur  les  lois  qui  le 
régissent,  indiquer  une  manière  de  tourner  la  difficulté  en 
évitant  en  quelque  sorte  de  l'attaquer  de  front. 

Nous  savons  que,  pour  une  pression  mutuelle  donnée  N, 
il  se  développe  un  frottement  dont  l'intensité  flS  est  assi- 
gnée sans  que  rien  puisse  l'influencer.  Au  contraire,  la  di- 
rection de  cette  force  reste  à  notre  disposition,  car  elle  est 
opposée  au  glissement  relatif,  que  nous  restons  maîtres  d'ef- 
fectuer dans  une  direction  arbitraire.  Si  donc  l'objet  que 
l'on  a  en  vue  est  de  produire  un  mouvement  relatif  dans 
une  direction  déterminée  A,  nous  l'effectuerons  dans  une 
autre  B  notablement  inclinée  sur  la  première.  Le  frotte- 
ment sera  placé,  par  cela  même,  suivant  la  direction  B,  et 
se  décomposera  en  i  ne  force  notable  perpendiculaire  à  A 
et  une  peu  considérable  suivant  A  lui-même.  La  résistance 
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directe  à  la  pénétration  dans  ce  sens  se  trouvera  par  là 
sensiblement  atténuée.  A  la  vérité,  la  grandeur  de  celte 
pénétration  sera  diminuée  dans  le  même  rapport,  mais  si 
l'on  se  trouve  dans  un  cas  où  l'on  n'ait  pas  à  se  préoccuper 
de  l'étendue  du  mouvement  à  produire,  il  ne  résultera  de 
cette  manière  d'opérer  aucun  inconvénient  à  mettre  en 
parallèle  avec  l'avantage  obtenu. 

387.  Quelques  exemples  sont  nécessaires  pour  bien  faire 
saisir  le  principe  précédent.  J'en  donnerai  d'abord  de  très- 
simples,  d'autant  plus  propres  à  faciliter  cette  intelligence. 

Une  lame  tranchante,  telle  qu'un  couteau,  se  comporte 
comme  un  coin  pour  disjoindre  les  deux  parois  de  la  fente 
dans  laquelle  on  engage  son  arête.  L'effet  utile  est  alors  la 
pénétration  verticale  de  cette  lame.  Cependant  on  se  garde 
d'appuyer  directement,  et  au  contraireon  retire  instinctive- 
ment la  lame  à  peu  près  horizontalement.  Plus  cette  trans- 
lation est  rapide  pour  un  faible  enfoncement,  plus  la  cou- 
pure se  fait  avec  facilité.  On  peut  même  arriver  ainsi  à 
entailler  une  matière  tendre  avec  des  corps  mal  disposés 
pour  un  tel  effet,  tels  que  le  tranchant  des  roseaux,  des 
feuilles  de  papier,  etc. 

Lorsqu'on  veut  enfoncer  un  bouchon  dans  un  goulot,  ou 
une  cheville  dans  un  trou,  ou  inversement  retirer  un  clou  de 
son  logement,  l'effet  utile  est  encore  la  pénétration  ou  la 
sortie  directe  de  l'objet.  Cependant  on  n'obtient  aucun  ré- 
sultat en  agissant  suivant  ce  sens  lui-même.  Au  contraire, 
on  engage  ou  on  dégage  assez  facilement  l'objet  en  le  tour- 
nant au  fur  et  à  mesure  qu'on  exerce  la  pression. 

388.  Embrayage  à  cônes  de  friction.  —  J'envisagerai 
comme  dernier  exemple  un  véritable  organe  de  machines, 
l'embrayage  à  cônes  de  friction.  Il  se  compose  (233)  de 
deux  cônes,  l'un  plein,  l'autre  creux,  qui  s'entraînent  mu- 
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tucllemcnt  par  adhérence.  On  peut  constater  par  expé- 
rience que  cet  embrayage,  très-efficace  pendant  la  marche, 
fonctionne  mal  pour  faire  partir  les  pièces  ensemble.  L'ex- 
plication de  ce  fait  va  se  trouver  encore  dans  le  principe 
précédent. 

En  effet,  ce  qui  produit  la  conduite  est  l'adhérence. 
Elle  a  pour  limite  la  force  de  frottement  proportionnelle 
à  la  pression  mutuelle.  Celle-ci  est  due,  d'autre  part,  à  la 
déformation  élastique  et  par  suite  à  la  quantité  de  péné- 
tration au  delà  du  contact  géométrique.  C'est  donc  cette 
pénétration  qui  forme  l'effet  utile  à  produire.  Or,  quand 
on  embraye  au  repos,  c'est  par  enfoncement  direct  et  l'on  a 
à  lutter  contre  la  totalité  du  frottement.  Si  on  embraye,  au 
contraire,  pendant  la  marche,  on  louvoie  comme  nous  l'a- 
vons expliqué,  et  l'enfoncement  rencontre  d'autant  moins 
de  résistance  que  la  rotation  est  plus  rapide. 

S  iv. 

GRAISSAGE. 

389.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  cherché  à  atténuer 
les  inconvénients  du  frottement,  en  considérant  son  in- 
tensité /N  comme  imposée  par  les  circonstances  et  cher- 
chant seulement  à  tourner  la  difficulté  pour  échapper  à 
son  influence.  Mais  ce  moyen  reste  fort  circonscrit  dans 
ses  applications,  et  un  principe  beaucoup  plus  pratique  con- 
siste à  diminuer  cette  intensité  pour  des  forces  données  N, 
en  atténuant  le  coefficient /.  Nous  avons  vu,  en  ellet  (353), 
qu'il  suffisait  pour  cela  de  l'interposition  d'un  corps  gras 
entre  les  surfaces  glissantes.  Il  me  reste  à  indiquer  som- 
mairement les  principaux  moyens  auxquels  on  peut  pour 
cela  avoir  recours. 
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390.  On  emploie  l'huile  d'olive  pour  l'horlogerie,  celle 
de  pied  de  bœuf  pour  les  machines  et  les  cuirs*,  les  graisses 
solides,  le  saindoux,  pour  les  roues  de  chemin  de  fer,  afin 
d'éviter  le  ballottement  de  l'huile.  Avec  ces  derniers,  à  la 
vérité,  on  ne  lubrifie  les  surfaces  que  quand  la  température 
a  été  élevée  par  le  frottement  jusqu'à  celle  de  la  fusion 
de  la  graisse,  de  sorte  qu'on  remédie  au  mal  au  lieu  de 
le  prévenir.  On  emploie  encore  le  suif  pour  les  bois,  le 
laïc  pour  les  cuirs  secs.  Il  convient  enfin  d'ajouter  à  celte 
nomenclature  l'eau  et  l'air  comprimés,  que  M.  Girard  a 
proposé  d'injecter  entre  les  patins  de  chemin  de  fer  et  les 
rails  pour  supprimer  l'adhérence  du  fer  pour  le  fer 

Il  est  important  de  renouveler  les  enduits  de  temps  en 
temps.  Les  huiles  sont  siccatives  et  tendent  à  s'épaissir, 
et  la  chaleur  peut  les  charbonner.  L'usure  y  mélange  des 
poussières  métalliques  qui  les  transforment  en  une  pâte 
noire  plus  nuisible  qu'utile  appelée  cambouis.  Le  graissage 
permanent  est  encore  préférable  au  renouvellement  des 
enduits.  En  atténuant  notablement  (353)  le  frottement  et 
prévenant  l'élévation  de  température,  il  a  seul  rendu  pos- 
sibles les  vitesses  tout  à  fait  exceptionnelles  pour  les  pièces 
tournantes. 

391.  Le  moyen  le  plus  élémentaire  consiste  à  disposer 
sur  les  pièces  des  trous  munis  d'entonnoirs  dans  lesquels 
le  mécanicien  verse  quand  il  le  juge  à  propos,  et  à  l'aide 
d'une  burette,  de  l'huile  qui  pénètre  dans  les  mécanismes. 

On  améliore  ce  procédé  en  faisant  jouer  les  pièces, 
comme  dans  le  stufftng-box  (31),  au  contact  d'éloupes 
qui  retiennent  par  capillarité  l'huile  que  l'on  y  verse  de 
temps  en  temps. 


(')  On  trouvera  dans  le  Dictionnaire  des  Arts  et  Manufactures,  au  mot 
Graissage,  les  recettes  d'un  assez  grand  nombre  de  mélanges  employés  daus 
les  ateliers.  Ces  détails  nous  écarteraient  par  trop  de  notre  objet. 
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Ou  obtient  un  effet  plus  régulier  daus  le  palier  grais- 
seur (36),  en  disposant  l'éloupc  ou  la  lilasse  en  forme  de 
palmier  dont  la  circonférence  s'épanouit  dans  l'huile  et 
dont  la  tige  pénètre  à  un  niveau  inférieur  au  travers  d'un 
tube  d'écoulement  (PL  XFI,Jig.  261).  Celui-ci  aboutit 
à  la  patte  d  araignée,  double  rainure  en  forme  d'hélice 
qui  répartit  l'huile  montée  par  capillarité  et  redescendue 
par  son  poids,  sur  toutes  les  génératrices  du  coussinet. 

Le  procédé  du  relèvement  consiste  à  disposer  au-dessous 
de  l'arbre  tournant  un  bain  d'huile  qu'une  cause  quel- 
conque remonte  incessamment  à  la  partie  supérieure.  Dans 
le  système  Decoster,  le  releveur  est  un  disque  monté  sur 
l'arbre.  11  plonge  dans  l'huile  par  sa  partie  inférieure,  que 
la  rotation  appelle  incessamment  à  redevenir  la  partie 
supérieure  lorsqu'elle  s'est  imprégnée  d'uue  couche  d'huile 
que  sou  poids  fait  couler  sur  Taxe. 

Dans  le  système  Cail,  l'arbre  porte  simplement  un  léger 
renflement  cylindrique  et  l'huile  vient  y  affleurer,  ce  qui 
dispense  d'un  bain  profond. 

Dans  le  système  Hermann^  un  bouchon  de  liège  flotte 
sur  l'huile  et  y  est  maintenu  au-dessous  de  son  niveau 
par  l'arbre  contre  lequel  il  bute  à  sa  partie  supérieure. 
L'adhérence  le  fait  tourner  avec  l'arbre  qu'il  imprègne 
constamment  de  l'huile  dont  il  est  baigné. 

Lorsque  l'appareil  est  caché,  comme  dans  le  marteau- 
pilon,  on  a  recours  à  l'injection.  Dans  le  système  Farcot, 
chaque  coup  de  piston  manœuvre  une  petite  pompe  à 
huile  qui  iujecte  une  faible  quantité  de  liquide  à  l'inté- 
rieur. 

Le  graissage  absolument  permanent,  qui  consiste  à  faire 
jouer  le  mécanisme  dans  un  milieu  ambiant  d'huile,  est 
évidemment  le  meilleur.  On  le  réalise  dans  la  tige-Gor- 
gone (164)  en  remplissant  d'huile  la  tige  creuse  du  piston 
dans  laquelle  joue  l'articulation  de  la  bielle. 
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On  le  rencontre  encore  dans  les  crapaudines  noyées  des 
turbines  Girard.  Elles  sont  installées  au  fond  de  l'eau.  Une 
petite  cloche  les  recouvre,  et  Ton  y  fait  pénétrer  l'huile  de 
manière  à  chasser  l'eau,  à  l'aide  de  la  pression  hydrosta- 
tique d'une  colonne  d'huile  plus  élevée  que  le  bief  d'im- 
mersion, pour  avoir  égard  à  la  différence  de  densité  des 
deux  liquides. 
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CHAPITRE  XXIV. 

RÉSISTANCE  AU  ROULEMENT. 

si. 

LOIS  DE  LA  RÉSISTANCE  AU  ROULEMENT. 

392.  Les  lois  de  la  résistance  au  roulement  ont  été  étu- 
diées par  Coulomb,  et  depuis  par  M.  Morin  et  M.  Dupuit. 

Le  fait  fondamental  consiste  en  ce  que  la  réaction  subie 
par  un  corps  roulant  ne  passe  pas  par  le  point  de  contact 
géométrique  des  deux  surfaces  (*). 

L'observation  décisive  qui  le  montre  est  la  suivante.  Si 
un  rouleau  est  placé  en  repos  sur  un  plan  horizontal 
(PL  iy,fig.  58),  et  sollicité  par  une  force  horizontale  et 
perpendiculaire  à  sa  génératrice,  il  ne  s'ébranlera  pas  si 
cette  force  n'a  pas  une  intensité  suffisante.  Un  pareil  équi- 
libre s'exprime  par  l'équation  des  moments  relative  à  la 
génératrice  de  contact.  Mais  le  poids  la  rencontre  et  n  a 
pas  de  moment;  il  n'en  reste  par  suite  que  deux,  celui  delà 
puissance  et  celui  de  la  réaction  fictive  qui  tient  lieu  de 
toutes  les  forces  moléculaires.  Le  moment,  et  par  suite  le 
bras  de  levier  de  celte  dernière,  n'est  donc  pas  nul,  de  sorte 


(')  Un  pareil  énoncé  peut  surprendre  au  premier  abord,  mais  il  ne  faut 
pas  oublier  que  les  forces  dont  nous  parlons  dans  les  théories  actuelles  sont 
des  résultantes  hypothétiques  qui  n'ont  pas  nécessairement  d'existence  abso- 
lue. Dans  la  réalité,  il  n'y  a  pas  non  plus  un  point  de  contact,  mais  une 
petite  zone  dont  toutes  les  parties  entrent  enjeu  de  diverses  manières. 
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que  celle  force  ne  peut  èlre  considérée  comme  rencontrant 
la  génératrice  de  contact.  Elle  passe,  au  contraire,  à  quelque 
distance  en  avant  dans  la  direction  du  mouvement  qui 
tend  à  nailre,  puisque  son  moment  doit  être  de  signe  con- 
traire a  celui  de  la  puissance  qui  agit  dans  ce  sens. 

Celte  réaction  peut  être  décomposée  en  deux,  Tune  tan- 
gentiellc  T  el  l'autre  normale  N.  La  première  n'est  pas 
soumise  à  une  loi  précise  comme  pour  le  glissement,  elle 
est  seulement  moindre  que  la  valeur  du  frottement,  et  di- 
rigée en  arrière  du  mouvement 

393.  La  réaction  normale  passe  à  une  distance  con- 
stante A  du  poiut  de  contact  géométrique,  el  en  avant 
comme  nous  l'avons  vu.  (Test  la  loi  fondamentale  de  la  ré- 
sistance au  roulement  sous  sa  forme  la  plus  absolue.  Mais 
cet  énoncé  exige  encore  quelques  tempéraments. 

Dans  le  repos  la  distance  n'est  pas  déterminée.  Elle  peut 
prendre  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  la  limite  A. 
Il  est  en  outre  probable,  en  l'absence  de  données  précises, 
que  cette  distance,  lorsqu'il  s'agit  de  démarrer,  est  un  peu 
supérieure  à  la  valeur  constante  qu'elle  conserve  pendant 
le  mouvement. 

Il  ne  semble  pas  que  l'influence  de  la  forme  de  la  sur- 
face dans  le  sens  transversal,  comme  la  largeur  de  la  jante 
des  roues,  doive  être  absolument  dénuée  d'influence;  ce- 
pendant on  n'a  rien  constaté  de  précis  à  cet  égard. 

La  forme  dans  le  sens  longitudinal,  par  exemple  la  cour- 
bure du  rouleau,  ne  parait,  d'après  les  expériences,  exercer 
aucune  action  sur  la  valeur  de  A.  Cependant  cette  consé- 
quence, vraie  pour  les  limites  dans  lesquelles  ont  été  faites 
ces  expériences  et  qui  sont  celles  de  la  pratique,  ne  doit 
pas  être  prise  dans  un  sens  absolu.  Car  si  Ton  imaginait, 
pour  pousser  les  choses  à  l'extrême,  un  rouleau  tellement 
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mince,  que  son  rayon  fût  moindre  que  A,  la  force  cesserait 
de  Jui  être  appliquée. 

La  distance  A  est  doublement  spécifique.  On  ne  doit 
pas  oublier  que  ce  n'est  pas  un  nombre  abstrait  comme /, 
ou  un  angle  comme     mais  une  longueur  métrique. 

On  peut  citer  à  cet  égard  les  valeurs  suivantes  : 


Rouleau  de  fonte,  granit  uni   A:=o,ooio 

Rouleau  d'orme,  bois  de  galac  parfaitement 

dressé   0,0010 

Rouleau  d'orme,  chêne  parfaitement  dresse.. . .  0,001  G 

Rouleau  d'orme,  pavé  uni   0,0074 

Roues  en  fonte,  fer  en  saillie,  graissage  con- 
tinu  0,0010 

Roues  en  fonte,  fer  en  saillie,  graissage  or- 
dinaire  0,0012 

Roues  en  fonte,  fer  à  plat   o,oo35 

Roues  en  fonte,  bois  en  saillie   o,oos3 

Roues  jante  en  fer,  chêne  brut   0,010?. 

Roues  jante  en  fer,  pavé  bien  entretenu,  au  pas.  0,01 85 
Rouesjanteen  fer,  pavé  bien  entretenu,  au  trot.  o,o238 
Roues  jante  en  fer,  empierrement,  état  parfait.  o,oi5o 
Roues  jante  en  fer,  empierrement,  état  ordi- 
naire  o,o4i4 

Roues  jante  en  fer,  sable  et  cailloutis  nouveaux.  o  ,0634 

EXEMPLES. 

39i.  Mise  en  roulement  ou  en  glissement.  —  La  pre- 


mière question  à  résoudre  est  celle-ci  :  un  corps  étant  sol- 
licité eu  avant  [Pl.  IV,  Jig.  5g),  se  meltra-t-il  à  rouler  ou 
à  glisser?  Chacun  de  ces  mouvements  provoque,  pour 
prendre  naissance,  une  résistance  que  nous  savons  déter- 
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miner.  Si  nous  imaginons  que  la  puissance  croisse  à  partir 
de  zéro,  elle  ne  produira  d'abord  aucun  mouvement;  puis, 
dès  qu'elle  aura  atteint  la  plus  petite  de  ces  résistances,  elle 
la  surmontera  et  le  mouvement  correspondant  se  produira. 
11  s'agit  donc  de  calculer  ces  deux  résistances  et  de  recon- 
naître laquelle  est  la  plus  petite. 

Si  nous  supposons  d'abord  le  glissement,  la  réaction  tan- 
gentielle  sera  égale  à  y*N.  En  projection  horizontale  la 
réaction  normale  et  le  poids  disparaîtront,  et  il  restera,  en 
désignant  par  P  la  puissance, 

P=/N. 

Si  nous  supposons,  au  contraire,  le  roulement,  et  que 
nous  prenions  les  moments  par  rapport  au  point  de  contact, 
le  poids  et  la  réaction  tangentielle  qui  passent  par  ce  point 
disparaîtront  et  il  restera 

Vp  —  NA  =  o, 

P  =  -  N. 
P 

On  aura  donc  roulement  ou  glissement  suivant  que 


p>7>  ACOt<p, 


ou 

"V 

c'est-à-dire  suivant  que  la  puissance  se  trouvera  au-dessus 
ou  au-dessous  d'un  certain  point  spécifique  K.  C'est  celui 
où  la  verticale  du  point  de  contact  géométrique  est  ren- 
contrée par  une  droite  BK  qui  serait  menée  par  le  point 
d'application  effectif  B,  comme  devrait  l'être  une  réaction 
totale  de  glissement,  c'est-à-dire  sous  l'angle  de  frotte- 
ment <p. 

395.  Transport  sur  rouleaux.  —  Pour  montrer  l'in- 
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fluence  de  la  résistance  an  roulement  dans  l'équilibre  ou  le 
mouvement  uniforme  des  machines,  nous  prendrons  comme 
exemple  le  transport  des  matériaux  «  l'aide  de  rouleaux 
d'interposition  (6). 

Si  nous  écrivons  pour  le  premier  rouleau  (Plm  JJT 
fig.  60)  l'équation  de  projections  verticales,  en  faisantes, 
traction  de  son  poids,  qui  est  insignifiant  vis-à-vis  de  celui 
du  madrier  ou  de  la  pierre  de  taille  que  Ton  transporte, 
il  viendra 

N  =  N\ 

L'équation  des  moments  relatifs  au  point  À  sera  d'ailleurs 

■ 

L'autre  rouleau  donnerait  de  même 

ar.TiSsN.fA+A'},  ■ 

en  employant  les  mômes  coefficients,  puisque  les  substances 
sont  les  mômes.  Il  vient,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

*r(T-+-T,)  =  (N  +  + 

D'un  autre  côté,  si  nous  écrivons  pour  le  madrier  les  équa- 
tions de  projections  horizontales  et  verticales,  comme  les 
forces  qu'il  subit  de  la  part  des  rouleaux  sont  égales  et  con- 
traires à  celles  qu'il  leur  imprime,  nous  aurons 

T-*-T,=  P, 

de  sorte  que  l'équation  précédente  devient 

2r.P  =  Q(A-t-A') 

et  fournit  le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance, 

P  _  A -h  A' 
Q  ~  ir 

.  26 
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L'avantage  de  ce  mode  de  cransport  sur  les  traîneaux 
consiste  en  ce  qu'on  pourra  facilement  avoir 


car  coefficients  A  sont  en  général  très-faibles,  et  en 
outre  on  dispose  de  r.  On  pourra  donc  réduire  la  résistance 
autant  qu'on  le  voudra  en  employant  des  rouleaux  d'un 
assez  grand  diamètre. 

396.  Arrêt,  spontané  du  roulement.  —  Pour  montrer 
l'influence  de  la  résistance  au  roulement  dans  le  mouve- 
ment varié,  nous  prendrons  comme  exemple  le  ralentisse- 
ment et  l'arrêt  d'un  corps  rond  homogène  lancé  en  roulant 
sur  un  plan  horizontal  (Pl.  IP^/fg.  58). 

Le  mouvement  d'un  solide  peut  toujours  être  décomposé 
en  une  translation  commune  au  centre  de  gravité  et  une 
rotation  sur  ce  centre.  Ce  point  se  meut  d'ailleurs  comme 
s'il  coudensait  toute  la  masse  et  que  toutes  les  forces  y  fussent 
transportées.  Dans  le  cas  actuel,  son  mouvement  est  recti- 
lignc,  et  par  conséquent  la  force  centripète  ou  la  somme 
des  projections  de  toutes  les  forces  sur  la  normale  doit  être 
nulle  : 

N  =  M  g. 

■ 

Quant  à  l'équation  de  ce  mouvement  recliligne,  elle  sera 

—  T 
~dt  ~~  M* 

En  second  lieu,  le  corps  tourne  sur  son  centre  de  gravité 
comme  si  ce  point  était  fixe.  JNous  aurons  donc,  par  le 
théorème  des  rotations  autour  d'un  axe  fixe, 

élu      Tr—  NA 

dt  ~~     Mo»  ' 

si  p  désigne  le  rayon  de  gi  ration.  Eufin,  comme  le  mouve- 
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ment  est  un  roulement  simple,  la  vitesse  de  glissement, 
c'est-à-dire  celle  du  point  de  contact,  doit  être  nulle.  Mais 
elle  6e  compose  de  la  translation  t»  en  avant  et  de  la  rota- 
tion r&>  eu  arrière;  donc 

v  =  rw, 
dv  du 

Si  maintenant  nous  effectuons  l'élimination,  il  viendra 
do      d»      i  /    T         N  \  i  /   A  \ 

dv  rA 
di~  ~  S  ?<->rf" 

Si  doncôdésigne  la  durée  totale,  nous  aurons,  pour  u=  o, 

g  rA 

En  supposant,  par  exemple,  un  rouleau  :  p*  =  ^, 

«       3    r  p# 

2   A  »' 

on  aurait  de  même  pour  une  bille  :  jO,  =  grf, 


G  à  g 


et  ainsi  de  suite. 


397.  Oscillations  d'un  corps  rond  dans  un  angle 
,  dièdre.  —  Nous  étudierons  encore  un  phénomène  souvent 
employé  pour  manifester  la  rapidité  avec  laquelle  la  résis- 
tance au  roulement  éteint  le  mouvement.  Je  supposerai 
deux  plans  inclinés  également,  mais  en  sens  inverse  à  partir 
d'une  horizontale.  Un  corps  rond  descend  dans  cet  angle 

26. 
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dièdre,  remonte  sur  le  coté  opposé,  redescend  et  exécute 
ainsi  une  série  d'oscillations,  à  la  suite  desquelles  on  le  voit 
rentrer  dans  le  repos.  Pour  analyser  ce  genre  de  mouve- 
ment, j'écarterai  l'influence  du  choc  qui  se  produit  au  fond 
de  l'angle,  en  y  supposant  un  petit  congé  de  raccordement 
d'un  rayon  supérieur  à  celui  du  corps  rond,  et  dont  je 
négligerai  d'ailleurs  l'influence. 

Commençons  par  étudier  les  circonstances  du  mouve- 
ment descendant.  En  reprenant  exactement  les  raisonne- 
ments du  problème  précédent,  nous  obtiendrons  ces  quatre 
équations  dans  lesquelles  /  désigne  l'accélération  du  centre  : 


d»  Tr  —  N  A 
~Jt  ~      Mo*  ' 

* 


On  en  tire,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  /, 


TV  —  Mycose  T 


d'où 


et  par  suite 


_     __   p'smr -4-rA  cosr 


j  =  8  -r- — ;  (  s>«  '  —  -  cos/ i 


Il  faut  avant  tout  que  le  mouvement  puisse  prendre  nais- 
sance et  s'effectuer  par  roulement  simple.  La  première  con- 
dition exige  que  l'inclinaison  isoil  supérieure  à  la  limite  /», 
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pour  laquelle  ou  aurait  ;  =  o, 

à 

sm  /,  cos/,  =  o, 

r 

tang/i  = 

En  second  lieu,  pour  que  le  mouvement  soit  un  roulement 
simple,  il  faut  que  la  réaction  tangentielle  soit  moindre 
que  celle  qui  se  développerait  dans  le  glissement  (392),  et 
pour  cela  que  l'inclinaison  soit  inférieure  à  la  limite  #t, 
qui  donnerait 

c'est-à-dire 

p'  sin  i,  -h  rA  cos/, 
°   rT£J>  =/M£COS#,, 

.      /"(r1  -f-  o1)  —  r± 
tang  /,  =  —  pj-  , 

ce  qui  exige  encore  que  A  soit  assez  faible  pour  ne  pas 
rendre  cette  valeur  négative.  Supposons  donc  l'inclinaison 
comprise  entre  ces  deux  limites  et  poursuivons. 

Pour  passer  de  l'étude  de  la  descente  à  celle  du  mouve- 
ment ascendant,  nous  remarquerons  que  dans  le  mouve- 
ment rectiligne  la  composante  tangentielle  du  poids  M  g  sin  < 
devient  retardatrice,  et  figurera  par  suite  avec  un  signe 
contraire.  Quant  au  rôle  de  la  composante  normale  M  g  cos/, 
il  n'a  pas  varié.  Il  nous  suffira  par  suite  de  changer  le  signe 
de  i  pour  obtenir  la  formule  du  mouvement  ascendant. 
Nous  trouvons  ainsi  en  valeur  absolue 

J'=g.—-^ —  (sin/ -4-  - cos/V 

Ainsi  donc,  chaque  mouvement  descendant  sera  uni- 
formément accéléré  avec  l'accélération  ;  et  chaque  mouve- 
ment ascendant  uniformément  retardé  avec  l'accélération  /', 
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que  nous  considérerons  dorénavant  comme  des  quanti  lés 
connues. 

398.  Envisageons  de  suite  la  nièmt  descente  qui  s'effectue 
avec  l'accélération  tangcntielle  /,  et  sans  vitesse  initiale,  à 
partir  de  son  point  le  plus  haut.  Si  /„  désigne  la  longueur 
à  parcourir  et  vn  la  vitesse  finale  lorsque  cette  longueur  est 
parcourue,  on  aura,  en  invoquant  les  formules  élémen- 
taires du  mouvement  uniformément  varié, 

La  montée  suivante  s'effectue  avec  cette  vitesse  initiale  et 
l'accélération  tangcntielle  /'.  Elle  s'étendra  doue  jusqu'à 
lu  distance 


On  lire  de  là 

/  -Li 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

tang  t  

k=l  =_  

y       ,  * 

tangt-h- 
r 

on  obtient,  pour  délerminer  /,  l'équation  aux  différences 
finies 

d'où  Ton  déduit 

/„=/"/. 

En  effet,  cette  équation,  attribuant  un  rapport  constant  aux 
termes  successifs,  indique  une  progression  géométrique, 
qui  est  d'ailleurs  décroissante,  puisque  À  est  inférieur  à 
l'un  tlé. 

Évaluons  d'après  cela  le  chemin  total  L.  La  première 
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longueur  /  est  parcourue  seulement  de  haut  en  bas,  chacune 
des  autres  Test  dans  les  deux  sens.  On  peut  donc  écrire 

L  -h  /  =  a (/-+- /,  -f-  /,+  /3  -h . . .) 

es  2/(1 -+-A-f-*'-t~  **+..•) 
il 


doù 


expression  fort  simple  qui  dépend  du  diamètre  du  corps 
rond,  mais  nullement  de  sa  constitution  physique  repré- 
sentée par  le  rayon  de  giration  p. 

Évaluons  de  même  la  durée  totale  du  mouvement.  On  a, 
pour  la  montée  du  niim&  trajet, 


«•-Vr-'-Vf' 


le  temps  dé  la  descente  de  ce  trajet  sera  de  même 


et  leur  somme 


On  aura  donc  pour  la  durée  totale T,  en  remarquant  comme 
tout  à  l'heure  que  le  premier  trajet  comprend  seulement 
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une  descente, 

T+/'I=Ï»  +  TI  +  TÎ4-TJ... 

=  y^J  (J-  +  JLV|  +  |U  X 1+-       .  ...) 


I 

Comme  d'ailleurs 


il  vient 

-/  v7  '  S1? 


-Vi  * 


ou,  en  simplifiant, 


v/-  v£ 


399.  Pendule  roulant.  —  Supposons  enfin  un  corps 
rond  de  rayon  r  roulant  dans  l'intérieur  d'un  cylindre  de 
révolution  horizontal  de  rayon  R,  et  cherchons  à  détermi- 
ner la  loi  de  ses  oscillations. 

La  seule  différence  que  présentera,  avec  le  cas  précédent, 
la  mise  en  équation  du  problème  consiste  en  ce  que  la  force 
centripète  n  est  plus  nulle,  comme  dans  le  mouvement 
tiligne,  mais  a  pour  valeur 

M  — —  » 
R-/ 

re  #|ui  donne,  eu  désignant  par  /  l'inclinaison  variable, 

N  rsBIgcosi-f-M-—  • 

R  — r 
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Il  s'introduit  par  là  un  lerme  de  plus  dans  l'équation  qui 
résulte  de  l'élirai  nation 

Si  nous  faisons,  pour  simplifier, 


il  viendra 


g  =  — — — pi 

«  =:   « 

r'  +  p» 
ô  —  i  —  arc  kang  -  « 


Comme  on  a  d'ailleurs 

nous  obtiendrons  enfin  l'équation  différentielle 

—  —  n  — -    4-  ~ —  sin  0  =  o. 
dr         \dt  j      R —  r 

Je  suivrai,  pour  son  intégration,  l'analyse  employée  par 
Poisson  pour  l'étude  du  mouvement  du  pendule  dans  l'air, 
en  me  restreignant,  comme  lui,  au  cas  des  petites  oscilla- 
tions. 

L'intégrale  doit  exprimer  l'écart  8  en  fonction  du  temps  t 
comme  variable  et  de  l'écart  initial  a  comme  constante 
arbitraire.  Pour  les  petites  valeurs  de  a,  l'expression  peut 
être  développée  en  série  convergente  suivant  ses  puissances 
successives,  et  nous  y  négligerons  les  termes  à  partir  du 
troisième  ordre.  Comme,  du  reste,  0  doit  rester  constam- 
ment nul  si  a  =  o,  la  série  n'aura  pas  de  terme  constant, 
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et  l'on  aura  simplement 

(i)  0  =  Pa-hQaî, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  du  temps  qu'il  s'agit  de  détermi- 
ner. Constatons  d'abord  les  conditions  que  leur  imposent 
les  circonstances  initiales.  On  doit  avoir,  pour  t  =  o, 

G  =  a, 

et,  par  suite, 

P,  =  i,    Q.=  o. 

Comme  en  outre  le  pendule  est  abandonné  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  aura  pour  t  =  o 


c'est-à-dire 


q;=o. 

Reportons  pour  0  sa  valeur  dans  l'équation.  On  aura 
pour  cela,  en  restant  dans  le  même  ordre  d'approximation, 

sin0  =  Pa4-Q*1, 

g  =  r.  +  qv, 

et  en  substituant, 

(p"  +  érr p)  -  +  («" +  érr  «  "  "p")  «  '= ?  • 

équation  qui  se  subdivise  en  deux  autres,  puisque  a  doit 
rester  arbitraire, 

(a)  P""»"  r€z7P  =  °> 

(3)  Q'+r^Q-"1"' 
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La  première  déterminera  P,  et  ensuite  la  seconde  fera  con- 
naître Q. 

L  équation  (a)  a  pour  intégrale  générale 


P  =  Asinf  y/ £  +  B«<  \/ïfr7 

que  les  conditions  initiales 

f  =  o;    P.=  i,    ^,=  0; 

réduisent  à 

(4)  v  =  cmi^  JL-. 

On  en  tire  d'ailleurs,  pour  substituer  dans  la  seconde. 
P''  =       -  sin'*  J =  ■■  (  ,  -  cosaf */ 

R —  r         y  R  —  r      *2(R  —  r)\  \  R  —  r/ 

L'équation  (3)  devient  par  la 

'  '     Q"+~—Q=     ~  (,-cos2m/-^-V 
R—  -r        a^tt  —  r;V  V  ^  — r/ 

Elle  a  pour  intégrale  générale 

que  les  conditions  initiales 

/  =  o;    Q.=  o,  Q'#=o; 

réduisent  à 


(5)  Q=g(3-4co»/y/^4-cosa/y/i^y 

En  reportant  maintenant,  les  expressions  (4)  el  (5)  dans 
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celle  (i)  de  0,  il  vient 

ô=«cos>V^Z7. 
+  %  (s  -  4  -,  y/ gSl  +  cos*i  y/gt) 

et  en  ordonnant  par  rapport  au  temps, 

Telle  est  l'équation  du  mouvement. 

Pour  connaître  le  temps  de  l'oscillation ,  c'est-à-dire 
l'instant  de  l'arrêt  ou  de  la  vitesse  nulle,  cherchons  l'ex- 
pression de  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  du  centre  de 
la  houle  autour  de  celui  du  cylindre.  Il  suffira  pour  cela  de 
diuerenlier  par  rapport  au  temps  : 

="i°'\/ïïÇ/('-r«+r»'>s'v/^)' 

Pour  annuler  eo,  nous  ne  pouvons  employer  le  second  fac- 
teur, qui  diilèrc  peu  de  l'unité,  puisque  a  peut  être  rendu 
aussi  petit  qu'on  voudra.  C'est  donc  le  premier  qu'il  faut 
égaler  à  zéro,  ce  qui  donne 

-VE=o-  Tv/î£="  '^Vv2' 

expression  constante,  identique  à  celle  du  mouvement  d'un 
pendule  simple  dans  le  vide.  L'isochronisme  des  petites 
oscillations  existe  donc  pour  les  deux  mouvements. 
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CHAPITRE  XXV. 

RÉSISTANCES  DES  CORDES. 


Si 

LOIS  DU  FROTTEMENT  DES  CORDES. 

400.  Les  cordes  peuvent  passer  sur  leurs  points  d'appui 
de  deux  manières  différentes,  en  y  glissant  ou  en  s'y  en- 
roulant. Chacun  de  ces  deux  modes  développe  une  résis- 
tance spéciale.  Celle  qui  s'oppose  au  glissement  est  appelée 
frottement  des  cordes. 

Le  fait  fondamental  est  celui-ci  :  pour  faire  glisser  une 
corde  sur  une  jante,  il  faut  une  puissance  plus  grande  que 
la  résistance  appliquée  à  l'autre  extrémité.  J'ajouterai  que 
la  différence  augmente  avec  une  étonnante  rapidité  lors- 
que Ton  fait  croître  l'angle  d'enroulement.  J'en  citerai 
plusieurs  exemples  : 

Pour  tirer  sur  un  arbre  qu'ils  veulent  abattre,  les  bû- 
cherons ont  soin  de  faire  faire  à  la  corde  plusieurs  tours 
sur  le  tronc  d'un  autre  arbre.  A  chaque  effort  exercé  sur 
la  portion  rectiligne  qui  est  comprise  entre  les  deux,  la 
corde  gagne  quelque  espace,  qui  serait  immédiatement 
perdu  en  raison  de  l'élasticité  de  la  tige  pendant  que  les 
hommes  se  remettent  en  position,  si  le  frottement  exercé 
contre  le  deuxième  tronc  ne  permettait  à  un  seul  ouvrier  de 
lutter  facilement  contre  cette  réaction;  on  arrive  ainsi  pro- 
gressivement à  courber  Parbre  jusqu'à  rupture  de  son  pivot. 

Le  même  procédé  est  employé  par  les  tonneliers  lors- 
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qu'ils  ont  à  descendre  un  tonneau  plein  de  liquide  sur  les 
inarches  d'un  escalier.  Ils  arrivent,  en  enroulant  leur 
corde  sur  un  corps  rond,  à  lutter  facilement  contre  le  poids 
moteur  qui  est  considérable,  bien  que  réduit  par  l'incli- 
naison du  plan. 

Pour  arrêter  les  vaisseaux  dans  les  ports,  on  jette  du 
bord  une  corde  que  les  hommes  du  quai  enroulent  autour 
d'un  tambour  vertical  en  tirant  sur  l'extrémité.  Leur  force 
se  trouve  par  là  transmise  au  navire  avec  une  augmenta- 
tion considérable,  de  sorte  qu'en  agissant  sur  un  très- 
faible  parcours  elle  développe  un  travail  capable  de  dé- 
truire la  force  vive  du  navire.  Et  cependant  celle-ci  est 
très- notable  en  raison  de  la  masse  qui  compense  la  lenteur 
du  mouvement. 

Ce  moyen  a  enfiu  été  employé  pour  retenir  l'obélisque 
de  Lonqsor  pendant  la  rotation  qui  avait  pour  effet  de  le 
coucher  horizontalement  afin  de  le  transporter  de  son 
ancien  emplacement  jusqu'au  Nil.  Des  cordes  amarrées 
aux  engins  qui  l'enveloppaient  passaient  sur  un  tam- 
bour horizontal  et  étaient  maintenues  par  les  hommes  à 
l'autre  extrémité.  On  est  arrivé  ainsi  à  lutter  contre  Té- 
norme  poids  du  monolithe  et  à  l'empêcher  d'acquérir  une 
vitesse  qui  aurait  déterminé  sa  rupture  en  touchant  le  sol. 

Si  l'on  veut  se  faire  une  idée  plus  précise  de  l'excessive 
rapidité  avec  laquelle  s'accroit  le  rapport  de  la  puissance 
à  la  résistance,  je  citerai  les  valeurs  suivantes  de  ce  rap- 
port dans  le  cas  du  frottemeut  d'une  corde  de  chanvre 
sur  une  jante  en  bois  : 


Nombre  do  tours. 

Buis  poli. 

Rois  brut. 

i 
* 

7>95 

23,90 

>\ 

22 ,42 

1 1 1 ,3i 

2 

63,23 

535,4: 

*i 

178,52 

25;5,bo 
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101 .  On  peut  expliquer  la  rapidité  de  cette  loi  par  les 
considérations  suivantes,  sur  la  véritâble  nature  desquelles 
il  importe  de  ne  pas  se  méprendre.  Ce  ne  sont  pas  des  dé- 
ductions irrécusables  des  théorèmes  de  la  Mécanique  géné- 
rale, mais  seulement  des  aperçus  fondés  sur  une  hypothèse 
fort  plausible  et  qui  peuvent  permettre  de  prévoir  la  loi 
ou  de  la  vérifier  après  coup;  mais  qui,  comme  la  plupart 
des  calculs  de  Physique,  ne  sauraient  être  acceptés  défini- 
tivement  qu'après  le  contrôle  d'une  vérification  expéri- 
mentale. 

Les  cordes  doivent  participer  des  propriétés  des  solides 
puisqu'elles  ne  sont  ni  liquides  ni  gazeuses.  Mais  elles  en 
diffèrent  essentiellement  par  la  flexibilité.  Nous  aurons 
égard  à  cette  double  condition  en  les  envisageant  comme 
uue  sorte  de  chapelet  formé  de  corpuscules  solides  main- 
tenus par  des  cordons  parfaitement  flexibles.  Étudions 
le  frottement  d'un  pareil  système,  d'après  les  lois  trouvées 
pour  les  solides  (346). 

Le  corps  M  sera  sollicité  par  la  réaction  normale  N  et 
le  frottement  flH  dirigé  suivant  la  tangente  (Pl.  III, 

ftS*  49)  5  cn  oulrcî  Par  les  deux  tensions  des  cordons  adja- 
cents, à  savoir  :  T,  dirigée  en  arrière,  ctT-f-dTen  avant. 
Si  nous  projetons  ces  forces  sur  la  tangente  et  sur  la  nor- 
male, nous  obtiendrons  les  équations  rigoureuses 

(  T  -h  d  T  )  cos  d  ô' — T  cos  d  0"  — /N  =  0, 
(T  +  dTjsinr/ô'-hTWe"  -  N=o, 

qui  se  simplifient  d'après  la  méthode  infinitésimale  de  la 
mauière  suivante  : 

dl  —  /.\  =  o, 
TrfO  —  N  =  o. 

On  cn  tire 


Digitized  by  Google 


4l6  ÉTUDE  DYNAMIQUE  DES  MÉCANISMES. 

et  en  intégrant  avec  des  logarithmes  népériens, 

logT  ==/*0  +const. 

Si  nous  commençons  l'évaluation  des  angles  de  contin- 
gence au  point  où  la  corde  se  détache  suivant  la  résistance  Q, 
cette  force  constituant  la  dernière  tension,  Téquation  pré- 
cédente fournira  la  valeur  de  la  constante  sous  la  forme 
log  Q.  On  aura  ainsi 

logT=/0  4-logQ, 

fi 

t=q/  . 

Telle  est  la  loi  suivant  laquelle  la  tension  varie  d'un 
bout  à  Vautre  de  l'arc  embrassé.  Si  nous  désignons  encore 
par  a  l'angle  total  de  contingence  qui  s'étend  jusqu'au  point 
où  la  corde  se  détache  suivant  la  puissance  P,  on  aura  pour 
ce  point 

Ainsi  donc,  quand  l'angle  d'enroulement  varie  en  pro- 
gression arithmétique,  le  rapport  de  la  puissance  à  la  ré- 
sistance croît  en  progression  géométrique,  et  l'on  sait  quelle 
est  la  rapidité  de  ce  mode  de  variation.  On  remarquera, 
du  reste,  que  le  profil  de  la  jante  est  resté  complètement 
indéterminé. 

Pour  pouvoir  appliquer  cette  formule,  il  faut  encore 
connaître  la  valeur  de  /.  Je  citerai,  à  cet  égard,  les  nom- 
bres suivants,  d'après  les  expériences  de  M.  Morin  : 

Courroies  ordinaires  sur  fonte,  à  sec   /=  0,28 

Courroies  ordinaires  sur  fonte,  humides   o,38 

Courroies  sur  bois,  ordinaires   0,47 

Courroies  sur  bois,  neuves   0 ,  5o 

Cordes  de  chanvre,  sur  bois   o,5o 
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EXEMPLES. 

402.  Frein Jlexible.  —  Le  frein  flexible  (256)  consiste 
en  une  bande  de  tôle  (Pl.  XIF,Jîg.  227)  amarrée  à  l'ar- 
rière de  la  rotation  et  tendue  par  une  puissance  P.  Nous 
représenterons  par  Q  la  tension  du  brin  Gxe.  Ici  la  corde 
est  en  repos  et  la  jante  tourne  dans  le  Sens  de  la  flèche. 
Pour  rentrer  parla  pensée  dans  les  conditions  précédentes, 
il  nous  faut  réduire  la  jante  au  repos  et  atlribuer  un  glis- 
sement de  sens  conlraire  à  la  corde.  Ccsl  alors  Q  qui  se 
trouve  dirigé  suivant  le  mouvement.  Son  rôle  et  celui  de  P 
se  trouvent  donc  intervertis,  et  Ton  doit  permuter  de  même 
les  lettres  dans  la  formule  précédente 

Q  =  Pc^K. 

Quant  au  treuil,  c'est  un  solide  qui  tourne  sous  1  in- 
fluence d'une  infinité  de  forces  de  frottement  ayant  toutes 
le  même  bras  de  levier  et  équivalentes  par  suite  à  leur 
somme  Q  —  P  appliquée  à  ce  même  bras  de  levier  r  en 
arrière  du  mouvement.  Le  théorème  des  routions  donnera, 
par  conséquent, 

il  —  —  (Q  -  p)r  =  _  (g'*  — QPr 
dt~~  p  ft 

si  fjL  désigne  le  moment  d'inertie.  On  eu  tire  en  intégrant 
et  pour  le  temps  6  de  l'arrêt,  en  faisant  0»  =0, 
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403.  Pour  comparer  la  puissance  de  ce  frein  à  celle 
du  frein  des  volanls  (2j6)>  il  suffit  d'en  rappeler  la  for- 
mule (385) 

fPr' 

dans  laquelle  P  désigne  la  puissance,  qui  est  alors  exercée 
normalement  au  lieu  de  1  être  tangcnliellcmcnl.  On  en  tire, 
à  égalité  de  coefficient  de  frottement, 

0  _  / 

rapport  aussi  faible  riue  Ton  voudra,  puisque  l'on  dispose 
de  a.  La  conclusion  est  donc,  sous  ce  rapport,  à  l'avan- 
tage du  frein  flexible. 

11  est  nécessaire  cependant  que  l'angle  d'enroulement  soit 
notable  pour  que  cet  avantage  devienne  sensible.  La  limite 
sera  donnée  par  l'équation 

d'où  Ton  tire 

.  _log(i+/) 

"  I 

On  aura,  par  exemple,  aux  deux  extrémités  de  l'échelle 
des  coefficients  de  frottement  (  40 1  ) ,  et  ayant  soin  de  se 
rappeler  que  le  logarithme  est  népérien, 

/=b L    «,  =  4  log|  =  0,8925742  =  5i« 8'  26" 

/=        a,  =  2log  ^  =  0,8109302  =  469  27' 46". 

AOi.  11  n'est  pas  indifférent  d'amarrer  la  bande  flexible 
à  l'arrière  ou  à  l'avant  de  la  rotation,  en  exerçant  au  con- 
traire  la  puissance  en  avant  ou  en  arrière. 

Si,  en  effet,  l'amarre  est  à  Pavant  et  la  puissance  P  en 
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arrière,  nous  transportions  encore  h  la  corde  le  glisse- 
ment en  sens  contraire  de  la  rotation,  et  P  se  trouvera  di- 
rigé en  avant,  c'est-à-dire  dans  les  conditions  de  la  for- 
mule fondamentale  (  401).  Nous  aurons  doue 

p=q/*. 

Le  théorème  des  rotations  donne  d'ailleurs 

d»      (Q  —  P)  r  _  (g-ytt-i)  Pr 
dt  j»  p 

d'où  Ton  déduit  comme  ci-dessus 

0__  
i  —   7  

i  —  <?  > 

Si  Ton  compare  maintenant  ces  deux  valeurs,  il  vient 

i  —  c 

cc~qui  montre  que  la  durée  est  supérieure,  c'est-à-dire  l'ef- 
ficacité moins  grande  dans  le  second  cas  que  dans  Je  pre- 
mier. La  disproportion  est  de  plus  aussi  grande  qu'on  Je 
voudra  puisque  I  on  dispose  de  a. 

40o.  Courroies  sans  fin.  —  Nous  avons  dit  que  les  cour- 
roies sans  fin  peuvent  transmettre  le  mouvement  pourvu 
que  la  tension  soit  suffisante,  tandis  que,  si  la  courroie  est 
lâche,  la  communication  se  trouve  supprimée  (236).  Cher- 
chons à  déterminer  le  minimum  Tt  de  tension  qu'il  faut 
développer  uniformément  dans  toute  la  courroie  pendant 
le  repos,  pour  que  la  conduite  puisse  avoir  lieu  au  départ. 

Lorsque  le  mouvement  prendra  naissance,  le  brin  infé- 
rieur qui  mène  la  roue  à  laquelle  est  appliquée  la  résistance 
devra  posséder  une  tension  T  supérieure  à  celle  t.  de  l'autre 
brin.  Leur  relation  pour  la  limite  où  le  glissement  serait 

27. 
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sur  le  point  de  se  produire  sera,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  (401), 

T=/./a. 

Celle  différence  de  tension  est  produite  par  les  variations 
que  subissent  les  longueurs  des  deux  brins  en  raison  de 
l'élasticité  de  la  courroie.  Mais,  comme  la  longueur  totale 
est  iixe,  puisqu'elle  est  formée  des  tangentes  communes  et 
des  arcs  compris  en  dehors  de  leurs  poinls  de  contact,  élé- 
ments géométriques  et  invariables  de  la  figure,  il  s'ensuit 
que  la  somme  de  ces  variations  est  fixe  elle-même;  car  la 
longueur  totale  peut  être  aussi  considérée  comme  compre- 
nant la  longueur  naturelle,  plus  la  somme  des  variations. 
On  peut  d'ailleurs  restreindre  par  approximation  cette  der- 
nière à  celle  des  brins  reclilignes,  toujours  très-longs  par 
rapport  aux  portions  courbes. 

On  sait  (433)  que  les  forces  élastiques  sont  proportion- 
nelles aux  variations  de  longueur,  et  comme  telles  égales  au 
produit  de  ces  variations  par  un  coefficient  constant.  La 
somme  de  ces  forces  T  et  t  restera  donc  fixe  elle-même. 
Mais  chacune  d'elles  a  pour  valeur  T0  avant  le  mouvement; 
on  a  donc 

T  + 1=  2  T.. 

Si  enfin  nous  écrivons  l'équilibre  de  la  roue  menée,  sous 
l'influence  de  la  force  motrice  T  —  t  appliquée  au  rayon  r 
et  delà  résistance  Q  qui  agit  avec  le  bras  de  levier^,  il  vient 

(T  — /)  r  — Q?  =  o. 

Il  reste  à  éliminer  T  et  t  entre  ces  trois  équations.  On 
aura  pour  cela 

D'autre  part, 

Q=-'(T-/)  =  :,(e/«_,),  . 
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et,  en  divisant  membre  à  membre, 


4*i 


T.=  Q.-l.V±i. 

2r 

Comme  cette  fraction  est  supérieure  Â  l'unité,  on  tendra 
à  l'en  rapprocher,  c'est-à-dire  à  la  diminuer,  en  faisant 
croître  a.  De  là  I  avantage  des  courroies  à  tangentes  inté- 
rieures (214),  pour  lesquelles  l'angle  embrassé  est  plus 
grand  qu'avec  les  courroies  à  tangentes  extérieures.  On  n'a 
pas  besoin  alors  de  pousser  aussi  loin  la  tension  moyenne, 
et  par  suite  la  fatigue  de  la  courroie. 

106.  Encliquetage  Chameroy,  —  Le  frottement  des 
corde  s  peut  donner  lieu  à  des  phénomènes  d'arc-boutement 
analogues  à  ceux  que  présentent  les  solides,  et  servir  par 
suile  pour  la  construction  des  encliquetages.  Je  citerai 
comme  exemple  celui  de  M.  Chameroy  (PI,  XFI,Jig.  262). 

Il  a  pour  but  de  déterminer  la  rotation  d'un  tuyau  sur 
lui-même,  pour  permettre  d'assembler  à  vis  les  conduites 
d'eau  ou  de  gaz  dans  le  fond  d'une  tranchée  où  les  ma- 
nœuvres sont  difficiles.  On  entoure  le  tuyau  d'une  corde 
attachée  par  ses  deux  bouts  à  un  levier  qu'elle  serre  contre 
ce  tuyau.  Lorsqu'on  agit  sur  cette  barre  dans  le  sens  de  la 
force  Q,  le  glissement  relatif  est  impossible,  comme  nous 
allons  le  faire  voir,  et  la  rotation  du  levier  détermine  celle 
du  tuyau.  Si  la  force  Q  change  de  sen3,  le  glissement  relatif 
devient  possible,  et,  la  résistance  extérieure  maintenant  le 
tuyau,  le  levier  et  la  corde  glissent  en  arrière  pour  recom- 
mencer une  nouvelle  opération.  Tel  est  le  phénomène  dont 
il  faut  trouver  l'explication. 

Je  supposerai,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  cordons 
parallèles:  il  est  clair  qu'on  trouverait  un  résultat  analogue 
avec  des  angles  peu  différents,  mais  les  calculs  deviendront 
parla  plus  simples.  Le  glissement  tendant  à  se  produire  de 
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manière  que  le  brin  inférieur  précède  le  brin  supérieur, 
on  aura 

T'  =  T./*=*T, 

■ 

en  désignant,  pour  abréger,  par  *  ce  coefficient  supérieur 
à  l'unité. 

Le  levier  est  sollicité  par  la  puissance  horizontale  Q, 
son  poids  vertical  P,  les  tensions  T  et  /T  dirigées  sous 
l'angle  «  par  rapport  à  la  verticale,  et  la  réaction  R  du 
tuyau  inclinée  de  ç  sur  l'horizontale.  Posons  l'équation 
des  moments  par  rapport  au  centre  du  tuyau  :  il  viendra 

Q?— Pr— -  Rrsin* —         i)Tr  =  o. 

Pour  trouver  R  et  T  qui  sont  des  forces  inconnues,  nous 
projetterons  successivement  sur  les  axes  pp'  et  BB'  élevés 
perpendiculairement  à  chacune  d'elles.  Nous  séparerons 
ainsi  immédiatement  les  deux  inconnues  par  cette  sorte 
d'élimination  géométrique: 

P  cos?-*-Q  sin  f  =  (X  -4-  i  )  T  cos  (a-4-ç)t 
Psin«+  Qcosa==Rcos(a4-v>- 

11  vient,  en  substituant» 

^Q?_P^cos(a4.?) 

=  (Psina  -hQcosa)siny -h  ~  j  (Pcosy  Qsin?). 

On  en  tire  cette  formuler 

L  - 1  un... 

Le  dénominateur  est  essentiellement  positif,  car  nous  avons 
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fail  remarquer  que  A  est  supérieur  à  l'unité.  Si  donc  les 
cordes  dépassent  la  direction  R  en  se  rapprochant  de  l'ho- 
rizontale, c'est-à-dire  si 

«-*-î>9°% 

le  rapport  devient  essentiellement  négatif,  c'est-à-dire  ab- 
surde (370).  Le  calcul  nous  indique  ainsi  que  l'hypothèse 
du  glissement  relatif  que  nous  lui  avons  soumise  ne  peut  se 
soutenir. 

Pour  traiter  de  même  celle  du  mouvement  vers  la  droite, 
il  suffit  de  modifier  dans  les  formules  les  éléments  suivants  : 
d'al»ord  le  signe  de  Q,  car  lorsque  celle  force  changera 
de  sens  il  en  sera  de  même  du  signe  de  son  moment  et  de 
celui  de  ses  projections;  en  second  lieu  îe  signe  de  <p,  car  la 
tendance  an  glissement  s'exerçant  en  sens  inverse,  l'angle  cp 
doit  être  compte  au-dessus  de  l'horizontale  :  par  suite,  il 
s'ajoute  et  se  retranche  partout  où  il  se  retranchait  et  s'a- 
joutait dans  les  évaluations  précédentes;  enfin  le  signe 
de  A  —  i  :  en  ellct,  le  sens  du  glissement  venant  à  changer, 
au  lieu  de  T'  =  AT  nous  aurons  T  =  h  V.  11  faut  donc  rem- 
t 

placer  A  par  j>  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  A —  i. 
En  y  faisant  toutes  ces  modifications,  la  formule  devient 

P  _  q  cosf«-?) 

Q"~r  77^~i  \  lJnS?' 

On  voit  maintenant  que,  pourvu  que  a  ait  une  valeur  suffi- 
sante, ce  qui  rentre  dans  la  condition  du  cas  précédent, 
et  que  q  soit  suffisamment  grand,  l'expression  restera  cer- 
tainement positive  et  rien  ne  s'opposera  au  glissement 
relatif. 
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LOIS  DE  LA  ROIDEUR  DES  CORDES. 

407.  Les  lois  de  la  roidcur  des  cordes  ont  été  étudiées 
par  Coulomb. 

Le  fait  fondamental  est  celui-ci  :  pour  faire  passer  une 
corde  par  enroulement  sur  la  jante  d'une  poulie,  il  faut  une 
puissance  supérieure  à  la  résistance  appliquée  à  l'autre 
extrémité.  Cet  excédant  est  dû  à  la  nécessité  d'un  certain 
travail  pour  plier  et  adapter  à  la  courbure  de  celte  gorge  une 
corde  qui  n'est  pas  douée  d'une  flexibilité  parfaite  et  parti- 
cipe jusqu'à  un  certain  point  des  propriétés  des  barres  rigides. 

L'excès  de  la  puissance  sur  la  résistance  est  appelé  roi- 
deur.  La  loi  de  Coulomb  consiste  en  ce  que  la  roideur  est 
proportionnelle  à  la  courbure  et  fonction  linéaire  de  la 
résistance.  On  peut  dès  lors,  en  désignant  par  r  le  rayon 
de  la  poulie,  la  formuler  ainsi 

m  -f-  n  Q 
r. 

Le  moment  de  la  roideur  par  rapport  à  l'axe  est  alors 

m  -h  n  Q. 

408.  Je  citerai»  d'après  les  expériences  de  Coulomb,  les 
nombres  suivants  : 


DIAMÈTRE 
DE  LA  CORDE. 

m 

n 

■ 

UM  a 

m 

o,oi 

0,0278 

0,001a 

0,02 

0,1119 

0,0048 

o,o3 

0,^497 

0,0110 

oM 

o,4499 

0,0195 

o,o5 

0,6951 

o,oao3 

0,08 

i,7795 

0,0779 
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Ces  coefficients  diminuent  lorsque  l'usure  et  la  fatigue 
de  la  corde  l'ont  assouplie.  Les  valeurs  précédentes,  rela- 
tives aux  cordes  en  bon  état,  deviennent  pour  des  cordes  à 
demi  usées  : 


DIAMÈTRE 

DE  LA  CORDE. 


O.OI 

0,02 
o,o3 
0.04 
o,o5 
0,08 


kttm 

0,0278 
0,0786 

0,1444 
0,2224 

0,3l2Ô 

0,6289 


0,0012 
0,0034 

o,oo63 
0,0097 
0,0141 
0,0275 


Si  les  cordes  sont  mouillées  ou  simplement  humides, 
comme  cela  arrive  fréquemment  dans  la  marine  ou  clans 
les  mines,  le  coefficient  n  ne  parait  pas  changer,  mais  il 
n'eu  est  pas  de  même  de  m  qui  augmente  notablement.  Les 
valeurs  précédentes  deviennent  : 


DIAMÈTRE 
DE  LA  CORDE. 


0,01 
0,02 

o,o3 

0,04 

o,o5 
0,08 


m 


Rt»  DOS  ÉTAT. 


kf  m 

o,o556 
0,2224 

0,4995 
0,8898 

1,3903 
3,5543 


o,o556 
0, 1572 
0,2889 

o,4447 
o,6253 
1,2578 
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Si  les  cordes  sont  goudronnées,  les  coefficients  augmen- 
tent encore  par  l'adjonction  de  cette  pellicule  rigide.  On 
peut  eu  juger  par  le  tableau  suivant  : 


diamètre 

DE  LA  CORDE. 

m 

M 

m 

m 

0,0167 

o,o5io 

o,oo3i 

0,02 36 

0, 1785 

0,0062 

o,o33a 

0,2020 

0,0126 

S  iv. 

a 

EXEMPLES. 

409.  Poulie.  —  La  poulie  élaut  un  corps  solide  assujetti 
autour  d'un  axe,  son  équilibre  s'exprimera  par  l'équation 
des  moments  relatifs  à  cet  axe.  On  devra  y  comprendre  le 
moment  P/*  de  la  puissauce,  celui  Qr  de  la  résistance, 
celui  w-f-rcQ  de  la  roideur  (407),  enfin  celui  du  frotte- 
ment des  tourillons  sur  leurs  coussinets.  Kous  en  avons 

f 

trouvé  (303)  l'expression  —===j~.  Pp  lorsque  p  désigne  le 

rayon  de  ces  tourillons  et  P  la  résultante  de  toutes  les 
forces  appliquées.  Si  nous  supposons,  pour  plus  de  simpli- 
cité, les  cordons  parallèles,  cette  résultante  sera  ici  la  somme 
P-f-Q  de  la  puissance  et  de  la  résistance,  en  y  négligeant 
la  roideur  qui  se  trouverait  par  là  portée  au  second  ordre. 
Nous  obtiendrons  ainsi  l'équation 

f 

p,-  — Qr  —  (m-f-"Q)-  ~=4=(PH-Q)p  =  o. 
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On  en  tire  : 

/ 

P=  5—  +  p^-Q, 

r  '        p         r  -  a 

c'est-à-dire  une  expression  linéaire  de  la  forme 

dans  laquelle  nous  pourrons  considérer  a  et  (3  comme  des 
quantités  connues. 

Reniai quons,  pour  plus  tard,  que  dans  le  cas  des  pou- 
lies théoriques,  où  Ton  a 

m  =  n  =/=  o, 

les  coefficients  deviennent 

a  =  o,  fissi« 


410.  Moufles.  —  Nous  supposerons  une  moufle  dont 
toutes  les  poulies  soient  égales  (2<r2).  Dès  lors  a  et  ,3  seront 
les  mêmes  pour  toutes  et  la  relation  des  tensions  de  deux 
brins  consécutifs  pourra  s'écrire 

Ta+i  =  a  H-  p  T*. 

C'est  une  équation  aux  différences  finies  linéaire  et  à  coef- 
ficients constants  qu'il  faut  intégrer. 

Je  poserai  d'abord  pour  cela,  en  désignant  par  A  une 
constante  indéterminée, 

Il  vient  en  substituant 

♦ 

Profitons  de  l'indéterminée  pour  faire  disparaître  toutes 
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les  constantes  en  posant 

L'équation  deviendra  ainsi 

Z|+l  =  p  Z|. 

C'est  celle  d'une  progression  géométrique 
d'où  l'intégrale  générale 


T,=  CfJ'^  — 


C  désigne  dans  cette  intégrale  une  constante  arbitraire,  et 
môme  une  fonction  périodique  d'après  la  théorie  des  équa- 
tions aux  différences  finies. 

Mais  dans  la  question  actuelle  C  doit  prendre  une  va- 
leur déterminée.  Pour  la  trouver,  exprimons  l'équilibre  de 
la  chape  inférieure.  Elle  est  sollicitée  d'un  côté  par  la  ré- 
sistance Q,  et  de  l'autre  par  toutes  les  tensions.  On  a  donc 

Q  =  T.  -f-  T,  -h  T,  -+- . . .  4-  T_, , 
si  n  désigne  le  nombre  des  brins  ou  des  poulies, 

Q  =  7^ft  -+-C(i-hpH-p,-h...-t-P"-' ), 
i  —  p 


I-P'  I-P 

On  en  déduit 

,>_('  — P)Q-"« 

et 


T,=  -l-  +  "-P)Q-"ttp'. 
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Si  nous  appliquons  cette  formule  à  la  dernière  poulie 
pour  laquelle  la  tension  T„  n'est  autre  que  la  puissance  P, 
nous  aurons  : 

Telle  est  la  relation  de  la  puissance  à  la  résistance.  On 
remarquera  qu'elle  est  encore  de  la  même  forme  : 

On  peut  vérifier  cette  formule  pour  le  cas  de  l'absence 
des  résistances  passives  (408).  En  faisant  d'abord 

a  =  o, 

il  reste 

P=ÊliZLÊ>Q, 

puis,  en  posant  (3  =  i  et  faisant  disparaître  l'indétermina- 
tion. 

p _  p'd-pn  _ o   r/ip"-(î-p)— 1  _  i 

Q    L  i-P  J.   «    L      -"P—  Jfï' 

ce  qui  est  en  effet  la  formule  des  moufles  théoriques  (201). 

411.  Trains  de  moujîes.  —  Si  nous  supposons  un  train 
(203)  composé  de  moufles  semblables,  a!  et  j5'  seront  les 
mêmes  pour  toutes  et  la  relation  des  tensions  des  deux 
cordes  extrêmes  qui  sollicitent  chaque  moufle  sera 

T*+1  =  «'4-P'T<. 

Nous  en  déduirons  comme  ci-dessus 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  remarquerons  que  le 
brin  de  rang  zéro  subit  directement  la  résistance  Q.  Donc 


Q  =  C'-t- 
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et  par  suite 

Comme  du  resle  le  dernier  brin  de  rang  fit  exerce  directe- 
ment la  puissance  P,  on  a 

c'est-à-dire 

a'(i  —  fi''») 

expression  qui'est  encore  elle-même  de  la  forme 

P  =  a"-fp"Q. 

Si,  pour  vérifier,  nous  faisons  de  nouveau  abstraction  des 
résistances,  il  nous  faudra  faire,  d'après  <  e  qui  précède  (  410), 

*'  =  o, 

il  vient  ainsi 


ce  qui  concorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  trouvé  (203) 
pour  le  rapport  des^vilesses  virtuelles. 
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CHAPITRE  XXYI. 

RÉSISTANCES  DES  FLUIDES. 


SI- 
LOIS  DU  FROTTEMENT  DES  FLUIDES. 

4J2.  Si  un  élément  superficiel  se  déplace  dans  un  mi- 
lieu fluide,  son  mouvement  peut  se  décomposer  en  deux 
au  1res,  suivant  la  normale  et  une  tangente  de  la  surface. 
Chacun  de  ces  modes  de  mouvement  comporte  une  résis- 
tance spéciale.  Celle  que  développe  le  mouvement  tangen- 
tiel  s' appelle  frottement  des  fluides,  et  celle  qui  s'oppose  à 
la  pénétration  normale  résistatice  des  milieux. 

Le  frottement  des  fluides  a  été  étudié  par  d'Aubuisson, 
Couplet,  Bossut,  Dubuat,  Prony,  Eytelwein,  Darcy,  et 
MM.  de  Saint-Venant,  Dupuît,  Tadini,  Bazin  (i863). 
Ses  lois  sont  assez  bien  connues  pour  le  cas  du  mouvement 
dans  les  tuyaux.  Il  y  aurait  sans  doute  témérité  à  les  étendre 
d'une  manière  absolue  à  toute  espèce  de  circonstances,  • 
cependant  elles  donnent  alors  au  moins  une  idée  de  la  ma- 
nière dont  les  choses  se  passent. 

413.  Dans  l'écoulement  de  1  eau  au  sein  d'un  tuyau,  on 
ne  peut  admettre  que  la  masse  fluide  s'avance  d'un  mou- 
vement de  translation.  Une  première  pellicule  liquide  reste 
à  peu  près  immobile  au  contact  de  la  paroi,  qu'elle  con- 
tinue en  effet  à  mouiller  lors  même  que  le  tuyau  s'est 
entièrement  vidé.  Une  couche  concentrique  frottant  sur 
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cette  pellicule,  et  non  plus  sur  la  surface  solide  elle-même, 
reprend  plus  facilement  de  la  vitesse.  Une  troisième 
gagnera  encore  de  l'avance  sur  celle-ci,  et  ainsi  de  suite 
jusque  dans  la  région  centrale  où  se  trouveront  les  filets  les 
plus  rapides.  Nous  appellerons  vitesse  moyenne  une  vitesse 
telle,  que  si  toute  la  niasse  liquide  en  était  animée,  la  même 
quantité  passerait  encore  dans  une  section  quelconque  du 
tuyau  dans  le  même  temps. 

Lorsqu'au  lieu  d'un  tuyau  on  considère  un  canal  à  ciel 
ouvert,  le  filet  de  plus  grande  vitesse  V  se  trouve  sur  la  sur- 
face et  au  milieu  de  la  largeur.  On  peut  mesurer  s.*»  rapi- 
dité au  moyen  d'un  flotteur  (').  La  vitesse  moyenne  v  s'y 
trouve  alors  reliée  par  une  formule  empirique  déduite  par 
Prony  des  expériences  de  Dubuat  : 

son  application  numérique  se  réduit  sensiblement  à  dimi- 
nuer la  vitesse  maximum  du  cinquième  de  sa  valeur. 

M.  Bazin  a  proposé  de  remplacer  cette  formule  par  une 
autre  dans  laquelle  i  désigne  la  pente  par  mètre  courant  et 
p  le  rayon  moyen  ou  le  rapport  de  Taire  de  la  section  à 
son  périmètre  mouillé, 

v  =  v — 14  v^'p" 

414.  La  masse  étant  liquide,  on  ne  saurait  réduire  à  une 
seule  force  l'ensemble  des  actions  de  la  paroi  ;  mais  on  peut 
imaginer  la  somme  de  ces  actions  langenlieiles  pour  la  dési- 
gner sous  le  nom  de  frottement.  Ce  sera  du  reste,  si  l'on 
veut,  la  réaction  exercée  par  l'écoulement  sur  le  tuyau  qui 


(«)  1!  semble  cependant  que  les  filets  intérieurs  possèdent  une  vitesse 
supérieure  à  celle  de  la  turface.  On  a  observé  notamment  que  les  bateaux 
qui  ont  un  certain  tirant  d'eau  descendent  les  rivières  plus  vite  que  des 
corps  légers. 
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est  un  corps  solide  et  se  prête  à  celle  réduction.  Les  lois 
qui  régissent  cette  force  sonl  comprises  dans  les  trois  pro- 
positions suivantes.  On  remarquera  comme  une  circon- 
stance singulière  qu'elles  sont  sur  tous  les  points  L'inverse 
des  lois  trouvées  pour  les  solides  (3i6)  : 

Le  froltementest  indépendant  de  la  pression  du  fluide. 
Le  frottement  esl  proportionnel  à  la  surface  de  contact. 
Le  frottement  est  fonction  de  la  vitesse  moyenne. 

D'après  cela,  le  frottemeni  pourra  s'exprimer  de  la  ma- 
nière suivante,  eu  désignant  par  S  la  surface  mouillée, 

F  =  S. /(•>). 
Mais  il  reste  à  connaître  celte  fonction. 

■ 

4  » 

415.  M.  de  Prony  a  déduit  des  expériences  de  Couplet, 
Bossut  et  Dubuat  la  formule 

avec  les  coefficients  suivants  : 


Eau,  tuyaux. 

Eau,  canaux. 
Air,  tuyaux. 


a  =0.0173 
a  =•  0,0222 
a  =  0,0188 

a  =  0,o44<> 
oc  =  Ot024o 
a  =z  0,0000 


f  =o,348 
P  =  o,2So 
p  =5  0,343 
p  =  0,309 
p  SB  o ,  3(>6 

p  =  0,355 


Prony. 

Kytclwein. 

D'Aiibuisson. 

Prony. 

Eytelvrein. 

Nuvier. 


M.  deChczy  (1775)  et,  depuis,  M.  de  Saint- Venant  ont 
proposé  d'autre  part  la  formule  monôme 


28 
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7 
2 

21 

1 1 

2 

2 


Saint-Venant. 

Dupuit. 

Saint-Venant. 

Tadini. 
Navier. 
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avec  les  valeurs  suivantes  : 
Eau,  tuyaux.       /  =  o , 29557 

o,3855o 

Eau,  canaux.  o, 40102 

0,4 0000 

Air,  tuyaux.  o,355oo 

■416.  Des  expériences  de  Darcy  ont  montré  que  les  for- 
mules précédentes  présentaient  une  lacune  importante,  en 
ce  que  la  forme  de  la  paroi  doit  être  prise  en  considération. 
Si  on  y  introduit  le  rayon  moyen  p  (  413),  les  coefficients 
de  la  fonction  de  Prony  devraient  être  modifiés  de  la  ma- 
nière suivante  : 

_  0,00000376 
a=ro,o32H  — i 

P 

fi  =  0,445  H  — -, 


pour  des  tuyaux  neufs,  ces  valeurs  s'atténuant  peu  à  peu 
suivant  l'état  des  surfaces  et  pouvant  être  réduites  à 

"         e  0,00647 
a  =  o,    B  =  o,5o7H  — ? 

P 

après  quelque  temps  d  usage. 

M.  Darcy  a  en  effet  constaté  que  non-seulement  la  forme, 
mais  encore  la  nature  des  parois,  exerce  une  influence  con- 
sidérable. La  fonte  neuve  développe  un  frottement  une  fois 
et  demie  plus  grand  que  le  bitume.  Les  dépôts  spontanés 
des  eaux  arrivent  aussi  à  doubler  la  valeur  du  frottement 
de  la  fonte  neuve. 

Les  expériences  de  Darcy  ont  été  reprises  et  continuées 
par  M.  Bazin.  Cet  ingénieur  réduit  la  fonction  de  la  vitesse 
à  un  terme  proportionnel  au  carré, mais  il  introduit. d'après 
les  vues  de  Darcy,  un  terme  qui  dépend  du  rayon  moyen 
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Les  valeurs  de  ces  coefficients  sont,  pour  les  canaux  à  ciel 
ouvert  et  suivant  le  degré  de  rugosité  des  parois  : 

Parois  très  unies  (').. .  7  =  0,01  e  =  o,o3. 

Parois  unies  ('J   7  =  0,19  -=0,07. 

Parois  peu  unies  ( 3 ).. .  7  =  0,-24  f  =  o,«5. 

Parois  en  terre   7=0,58  1  =  1 ,  a5. 

S 

EXEMPLES. 

417.  Obturateurs.  —  Considérons  l'écoulement  perma- 
nent d'un  liquide  dans  un  tuyau  cylindrique  incliné.  La 
même  quantité  de  liquide  doit  passer  dans  toutes  les  sec- 
tions, puisque  le  régime  est  permanent,  et  toutes  les  sec- 
tions sont  égales,  de  sorte  que  la  vitesse  est  uniforme  dans 
chaque  filet.  L'accroissement  de  la  quantité  de  mouvement 
projetée  sur  la  direction  du  tuyau  est  donc  nulle  pour  la 
masse  renfermée  entre  deux  sections  séparées  par  la  dis- 
tance /.  Par  suite,  la  somme  des  projet  lions  de  toutes  les 
forces  extérieures  doit  être  nulle  pour  celte  même  direction. 
Ënumérons  ces  forces. 

En  premier  lieu,  le  poids.  Si  À  est  Taire  de  la  section,  kl 
est  le  volume  et  u  kl  le  poids  du  liquide,  en  désignant  par  ex 
son  poids  spécifique.  Pour  le  projeter  sur  l'axe  du  tuyau,  il 
faut  le  multiplier  par  le  cosinus  de  l'angle  du  tuyau  avec  la 
verticale.  Mais  le  produit  de  /  par  ce  cosinus  sera  sa  projec- 
tion verticale  z —  2',  si  z  et  z' désignent  les  altitudes  des 
extrémités.  La  projection  du  poids  est  donc  «  A  (z  —  z'). 

En  second  lieu,  les  pressions  d'amont  et  d'aval  PA 
et  P'A,  qui  se  projettent  en  vraie  grandeur,  dounerout  le 
terme  (P  —  F)  A. 


(')  Ciment  li>sc,  bois  raboté  arec  soin,  etc. 

(')  Pierre  4c  taille,  brique,  planches,  ciment  n:élan(jc  de  sable,  etc. 
{')  Maçonnerie  de  moellon  peu  unie. 

28. 
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Quant  aux  pressions  des  parois,  elles  sont  normales,  si 
l'on  inet«i  part  le  flottement,  et  n'ont  pas  île  projection. 

A  A 
Enfin  lu  frottement  Sf(t>)  ou  -  tf  '(v)i  puisque  -  repré- 
sente le  périmètre  de  la  section  (  413). 
On  aura  donc  l'équation 

nAts-s'J  +  lP-P'jA-y/tO^O, 
qui  peut  s'écrire 

o 


\0  /  \CT  /  tip 


p 

Or  -  est  la  hauteur  piézométrique de  la  pression  d'amont; 

^  +  :  est  donc  l'élévation  du  niveau  piézométrique  au- 
dessus  du  plan  de  comparaison.  Le  premier  membre  exprime 
par  suile  la  différence  de  ces  niveaux  ou  la  charge.  Mais  toute 
la  charge  est  perdue  pour  l'accélération,  puisque  le  mouve- 
ment est  uniforme.  La  perle  décharge  par  unité  de  longueur 
s'obtiendra  donc  en  supprimant  le  facteur  /,  ce  qui  donne 

/"H 
■  • 

dp 

Si  par  exemple  nous  supposons,  comme  dans  la  lampe 
modérateur  (259),  un  tuyau  de  rayon  R  et  uu  obturateur 
de  i  ayou  r,  ou  a 

/?=2tr(R-r.r),    A=*(R'—  r>), 

R  — r 

P  =  > 

r  a 

et  la  perte  de  charge  devient,  en  désignant  par  e  l'épais- 
seur R  —  r, 

a  /(«'). 

elle  est  donc  en  raison  inverse  de  cette  épaisseur.  Tel  est 
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le  principe  des  obturateurs  (258),  qui  consiste  à  forcer  un 
liquide  à  se  mouvoir  dans  uu  espace  élroil  et  sur  une  grande 
longueur  pour  détruire  du  travail.  Par  là,  en  clîet,  la  perte 
par  mètre  augmente,  comme  nous  venons  de  le  voir,  et  si  on 
l'exerce  sur  une  longueur  notable,  son  eilet  devient  d'au- 
tant plus  sensible. 

418.  Projectiles.  —  Le  mouvement  des  projectiles  est 
influencé  d'une  manière  tic-i-notable  par  la  présence  de 
l'atmosphère.  Pour  ne  parler  ici  (pie  du  frottement,  il 
expose  le  mobile  à  des  déviations  de  la  direction  première, 
comme  il  est  facile  de  le  comprendre. 

Supposons  d'abord,  comme  cas  simple,  une  spbèrc  homo- 
gène animée  d'une  rotation  autour  de  la  tangente  sur 
laquelle  se  meut  actuellement  sou  centre*  Les  \  itesses  seront 
symétriquement  réparties  autour  de  cette  dioitc.  Les  frot- 
tements étant  fonction  de  la  vitesse  (414)  se  répareront 
eux-mêmes  d'une  manière  symétrique  et  pourront  par  suite 
être  réduits  à  un  couple  dont  le  plan  soit  perpendiculaire 
à  Taxe.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'en  raison  de  la  symétrie 
du  projectile  la  lésisiance  à  la  pénétration  donnera  une 
force  suivant  l'axe.  Indu,  d'après  celle  symétrie  même, 
celte  droite  est  un  axe  principal  cenlial  d'inertie,  La  Dyna- 
mique générale  enseigne  que  dans  ces  conditions  l'axe  est 
permanent,  et  que  la  rotation  continue  à  s'elleeluer  au- 
tour de  lui.  Le  mouvement  du  centre  considéié  comme 
réel  i  ligne  n'esi,  du  reste,  pas  dévié  par  une  foi  ce  située 
dans  sa  direction  et  ne  subit  aucune  influence  d'un  couple 
quel  qu'il  soil.  Par  suite,  les  conditions  du  mouvement  ten- 
dront à  rester  les  mêmes:  et  si  aucune  entre  cii constance 
n'inte»  venait,  le  mobile  devrait  atteindie  le  but. 

Supposons  au  contraire  le  projectile  animé  d'une  rota- 
tion autour  d'un  axe  différent  de  la  vitesse  de  son  centre. 
La  composition  des  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
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ne  s'accomplira  plus  d  une  manière  symétrique.  Les  frotte- 
ments, qui  sont  fonctions  de  la  vitesse  (414),  ne  donneront 
donc  plus  un  couple  perpendiculaire  à  la  direction  du 
mouvement,  mais  généralement,  comme  tout  système  de 
forces,  un  couple  et  une  résultante.  Dès  lors  la  rotation  s'ef- 
fectuera autour  d'axes  variables.  De  plus,  le  centre,  qui  se 
meut  sous  l'action  directe  de  toutes  les  forces  extérieures, 
éprouvera  une  déviation  de  la  part  de  la  résultante  des 
frottements,  de  sorte  que  le  mobile  n'atteindra  plus  le  but. 

C'est  donc  dans  les  premières  conditions  qu'il  faut  placer 
le  projectile.  Pour  y  arriver,  on  le  munit  d'ailettes  engagées 
dans  tics  rainures  pratiquées  à  la  paroi  de  l'âme  de  la  pièce, 
suivant  un  arc  d'hélice.  Le  mobile  ne  peut  plus  des  lors 
acquérir  une  vitesse  de  translation  suivant  Taxe  de  la  pièce, 
sans  prendre  en  même  temps  une  rotation  autour  de  cette 
droite.  Tel  est,  pour  le  réduire  à  sa  plus  simple  expression, 
le  principe  de  l'emploi  des  armes  rayées. 

■ 

§  III. 

LOIS  DK  LA  RÉSISTANCE  DES  MILIEUX. 

419.  Les  premiers  essais  sur  la  résistance  des  milieux 
remontent  à  (ialilée  et  à  Léonard  de  Vinci.  Ce  sujet  impor- 
tant est  devenu  depuis  l'objet  de  théories  dues  à  New  ton, 
Daniel  Bc  rnonlli.  Kuler,  Navier,  Poisson,  et  d'expériences 
de  la  part  de  Robîns,  Hutlon,  Borda,  Pubuat,  ftossut.  Cor  • 
dotcet,  d'Aîembert,  et  de  MM.  Ducbcinin,  Russe!,  Piobert, 
Morin  et  Didion  ('J.  M.  le  général  Poncelel  a  donné  depuis 
une  monograpbie  très-circonstanciée  de  ces  divers  travaux. 


(l  )  Ou  peut  citor  encore  par  mi  le*  nor.ibmix  expérimentateur*  qui  se  sont 
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Ce  sujet  est  Pun  des  plus  compliqués  que  puissent  atta- 
quer les  efl'orts  réunis  de  la  théorie  et  de  l'expérience.  Son 
état  actuel  est  encore  extrêmement  imparfait.  J'indiquerai 
cependant  les  résultats  qui  paraissent  le  mieux  établis. 

i20.  Supposons,  pour  fixer  les  idées  sur  le  cas  le  plus 
simple,  un  corps  symétrique  autour  d'un  axe,  et  animé 
d'une  translation  suivant  cet  axe.  Si  nous  circonscrivons  à 
la  surface  un  cylindre  dans  la  direction  de  Taxe,  il  la  divi- 
sera en  deux  parties,  Tune  antérieure  appelée  la  proue, 
l'autre  postérieure  nommée  la  poupe.  L'aire  de  la  section 
droite  de  ce  cylindre  porte  le  nom  de  maître  couple. 

Lorsque  le  solide  s'avance  dans  un  milieu  que  nous  sup- 
poserons indéfini,  il  est  contraint  pour  se  frayer  un  pa>sage 
de  déplacer  les  molécules  fluides  qui  se  trouvent  directe- 
ment sur  sa  route,  et  par  contre-coup  d'ébranler  le  milieu 
dans  une  largeur  sans  limiies.  Le  fluide  acquiert  donc 
une  quantité  de  mouvement  qu'il  ne  possédait  pas  et  par 
suite  le  solide  doit  perdre  de  la  sienne.  En  elVel,  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  du  solide  et  du  milieu,  prises 
ensemble  et  projetées  sur  la  direction  de  l'axe,  doit  rester 
eonstaute,  attendu  qu'il  ne  se  développe  entre  eux  que  des 
forces  d'action  et  de  réaction.  Si  donc  on  veut  entretenir 
le  mouvement  du  corps  d'une  manière  uniforme,  il  sera 
nécessaire  d'exercer  incessamment  sur  lui  une  force.  C'est 
elle  que  l'on  nomme,  en  la  prenant  en  sens  contraire,  résis- 
tance du  milieu. 

Cette  force  sera,  d'après  la  symétrie  des  circonstances, 
dirigée  suivant  l'axe.  Elle  sera  constante  si  nous  supposons 
établi  l'étal  de  régime  en  faisant  abstraction  de  la  mise  en 
train.  Pour  la  trouver,  nous  appliquerons  encore  le  même 


occupra  de  ce  sujet  :  De*aRuiUicr8,  Veoturi,  Kessel,  Savant,  Sabine,  Barly, 
Macneill,  Bcanloy,  Lcchevalier,  Thibault,  de  Fatnbuur,  Rouse,  Morusi, 
Chin  tran ,  Marguerie, d'Aubu'uson,  Muguè*,  etc. 
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thcoièmc,  mais  au  fluide  seul.  La  somme  <!<>s  impulsions 
des  foires  extérieures  qui  lui  sont  apj  liguées,  piojclécs  sur 
Taxe,  se  réduit  à  celle  de  la  force  en  question,  puisque 
celle-ci,  prise  en  sens  contraire,  est  équivalente  sur  le  solide 
aux  actions  du  fluide.  F.n  appliquant  le  théorème  pendant 
l'uni  lé  de  temps,  cette  impulsion ,  qui  est  le  produit  de  la 
force  constante  par  le  temps,  se  réduira  à  l'intensité  cher- 
chée. Le  théorème  exprime  qu'elle  est  égale  à  l'accroisse- 
ment de  la  quantité  de  mouvement  projetée  sur  la  même 
direction.  De  là  cette  conclusion  rigoureuse  :  la  résistance 
du  milieu  est  égnlc  à  la  quantité  de  mouvement  communi- 
quée au  milieu,  en  l'estimant  suivant  la  direction  de  l'axe 
et  pendant  l'unité  de  temps. 

421.  Cherchons  à  nous  rendre  compte  des  éléments 
dont  dépend  celle  quantité  de  momement.  Elle  est  de  la 
forme  niv.  Le  facteur  m  se  rapportant  à  ce  qu'on  peut  ap- 
peler la  masse  influencée  dans  l'unité  de  temps,  on  doit 
admettre  qu'il  esl  lui  me  me  en  raison  de  la  vitesse  de 
marche.  Par  su  lie,  la  résistance  vatie  en  raison  du  carié  de 
la  vitesse  »>. 

Le  même  corps  se  déplaçant  dans  des  milieux  de  densités 
dillérenlcs,  la  masse  inlluencc'c,  qui  reste  la  même  sous  le 
rapport  géométrique,  varie  comme  la  densité.  Donc  la  résis- 
tance esl  en  raison  de  la  masse  spécifique  \k  du  milieu  ('). 

Si  enfin  des  corps  semblables  viennent  à  prendre  le  même 
mouvement,  toutes  les  circonstances  géométriques  reste- 
ront semblables,  el  le  i.hciiumcnc  sera  seulement  amplifié 
dans  ses  dimensions.  Mais  l'ébranlement  occasionné  par  le 


(**  Il  esl  important,  pour  1*1  vileun  numériques  que  non*  donnerons 
plus  loin,  de  ne  pat  eiiiéftmdrc  la  musse  spécifique,  c'est-à-dire  la  masse 
comprise  sous  1  unité  de  volume,  avec  le  poids  spécifique  ou  avec  la  deusite 
qui  lui  sont  touleuieut  pi opurlioiinds.  * 
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passage  du  maître  couple  csl  eu  raison  de  sa  surface.  Donc- 
la  résistance  varie  proportionnellement  à  la  section  A  du 
maiire couple  ('). 

422.  Si  donc  A  désigne  un  coefficient  constant,  on  peut 


('  )  Ces  raisonnements  élémentaires  sont  au  fond  un  peu  superficiels  pour 
un  siijol  tutti  délirai  que  la  question  de  la  similitude  en  Mécanique.  M  con- 
vient d'invoquer  à  cet  égard  le  théorème  de  Newton  dont  je  rappellerai 
lVnoucé  : 

Si  l'on  envisage  deux  phénomène*  dynamiques  semblables,  c'est-à-dire 
tels,  que  les  espaces,  les  temps,  les  forces  et  les  masses  homologues  con*  r- 
venl  des  rapports  constants,  les  quatre  rapports  de  similitude  fy  luft  m  ne 
peuvent  être  laissés  quelconques,  il  existe  toujours  entre  eux  la  relation 

nécessaire 

Si,  au  lieu  de  ces  rapports  de  similitude,  nous  en  introduisons  d'autres 
mieux  adaptés  à  l:i  question  actuelle,  à  savoir  ceux  des  surfaces,  des  vitesses 
et  de»  densités,  ils  seront  reliés  aux  précédents  par  les  formules 

e  m 


d'où 


e=y/7,     1  =  T'      m  =  dsi/7 


L'équation  de  Newton  devient  alors 

/=  <tV. 

Si  donc  nous  imaginons  deux  mouvements  semblables  s'eiïectunnt  avec 
des  vitesses  V,  V  des  maîtres  couple*  S,  S' dans  des  milieux  de  densités  D,  L)', 
opposant  des  résistances  F,  F',  les  rapports  de  similitude  seront 

et  par  suite  on  aura 

F  nsv 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  C  une  constante, 

F  =  CDSV«, 

ce  qu'il  fallait  démon irer. 
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admettre  pour  la  résistance  des  milieux  l'expression 

Ce  coefficient  changera  évidemment  avec  la  forme  géo- 
métrique du  corps,  mais  il  ne  parait  pas  que  la  nature  des 
substances  doive  avoir  sur  lui  d'influence.  Il  reste  à  savoir 
quelles  sont,  d'après  les  expériences,  les  différentes  cir- 
constances qui  peuvent  faire  varier  sa  valeur. 

423.  In  fluence  do.  ta  proue.  —  Une  forme  aiguë  atténue 
la  résistance,  en  ménageant  de  plus  loin  le  passage  du 
mai  ire  couple. 

On  peut  en  juger  par  les  résultats  suivants,  déduits  par 
Bossut,  d'Alembert  et  Condorcet,  d'expériences  faites  sur 
de  petits  modèles  : 

Plan  mince   X  =  o,62 

Cône  de  1 56°  X  =  o ,  5o, 

Cône  de  i32°  X=o,53 

Cône  de  io8°   X  =  o,43 

Cône  de   84°   X  =  o,33 

Cône  de  6o°  X=o,27 

Cône  de  36°  X  =  o ,  25 

Cône  de    1 2°  X  —  o  ,  24 

Sphère  X  =  o ,  3o 

Je  citerai  encore,  d'après  MM.  Piobert,  Morin  et  Didion, 
l'exemple  du  parachute  ou  de  la  calotte  sphérique_concave 
ou  convexe,  suivant  le  sens  où  on  la  fait  agir: 

Plan  mince   X  =  o,G2 

Parachute  concave  X  =  i  ,20 

Parachute  convexe  X  =  0,48 

Bossul  admettait  pour  la  forme  du  vaisseau  de  ligne  un 
coefficient  compris  entre  0,09  et  0,12.  Les  formes  actuelles 
de  la  navigation  «à  vapeur  permettent  de  l'abaisser  presque 
à  o,o3  ou  environ  ^  de  la  résistance  du  plan  mince. 
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424.  Influence  de  la  poupe.  —  Lorsque  )a  poupe  s'al- 
longe en  devenant  plus  aiguë,  la  résistante  diminue  sensi- 
blement, ce  qu'on  peut  attribuer  à  l'atténuation  du  remous 
qui  se  produit  dans  le  vide  laissé  à  l'arrière. 

Pour  donner  une  idée  de  celle  influence,  je  citerai  ces 
résultats  de  Bossut,  d'Alemberl  et  Condorcet  : 

Plan  minre   a  =  o,G?. 

Cône  de  96°   À  =  o,55 

Cône  de  4$°   A  =  o,53 

Cône  de  24°  X  =  o,5a 

J'indiquerai  encore  les  nombres  suivants,  donnés  par 
Dubual  et  vérifiés  par  le  colonel  Duclicmin.  Ils  sont  rela- 
tifs à  des  prismes  caractérisés  par  le  rapport  de  leur  lon- 
gueur à  leur  largeur  : 

Plan  mince  a  =0,620 

Prisme  de  1   a  =  o,58o 

Prisme  de  2  a  =  o,554 

Prisme  de  3   a=o,55o 

Au  delà  du  rapport  2,57,  reflet  inverse  se  manifeste  et  la 
résistance  augmente,  ce  qu'on  doit  attribuer  à  la  prépondé- 
rante que  prend  alors  le  frottement  le  long  des  parois  sur 
l'avantage  réalisé  au  point  de  vue  du  remous. 

42o.  Influence  du  mouvement  absolu.  —  Les  expé- 
riences de  Dnbuat  ont  mis  en  évidence  l'existence  de  la 
proue  fluide,  c'est-à-dire  d'une  masse  fluide  qui  resle  adhé- 
rente à  l'avant  du  corps  et  qui  forme  comme  une  annexe  de 
la  proue.  Pour  des  sphères,  par  exemple,  le  volume  du 
fluide  adhérent  est  de  o,585  de  celui  de  la  sphère. 

Les  choses  ne  se  passent  pas  de  la  même  manière  lors- 
que le  corps  est  on  mouvement  dans  un  fluide  stagnant, 
comme  c'est  le  tas  pour  un  navire,  ou  lorsqu'un  milieu 
mobile  vient  agir  sur  un  obstacle  fixe,  comme  pour  les  cou- 
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ranls  d'eau  ou  d'aîr.  Dans  ce  dernier  cas  la  proue  fluide 
s'écrase  davantage  Il  s'ensuit  une  différence  de  résistance 
que  nous  mettrons  en  évidence  au  moyeu  des  nombres  sui- 
vants, relatifs  au  plan  mince: 

Corps  mobile  A  =  o,Ga 

Courant  mobile  A  =  0,92 

426.  Influence  de.  la  vif  esse.  —  Les  expériences  de 
Rohins  et  de  II u l toi i  oui  montré  que  la  loi  précédente,  con- 
venablement vérifiée  pour  des  vitesses  ordinaires  rompt  iscs 
entre  i  et  8  mètres,  ne  s'appliquait  plus  exactement  pour 
des  vitesses  excessives.  On  peut  cependant  conserver  la 
même  formule  en  déterminant  le  coellieient  A  d'api ès  la 
vitesse  moyenne  que  Ton  veut  considérer.  Les  nombres  sui- 
vants sont  relatifs  à  des  sphères  : 

•»  =     i m   A  =  o,3o 

p=    3   a  =  o,3i 

ç  =    5   A  =  o,3a 

»»=  io   A  =  o,33 

v  —  a5   a  =  o,34 

p=  5o   a  —  o,35 

v  =  1 00   a  =  o ,  36 

v  =  20O   A  =  O  ,  I9 

t>=3oo   A  =  o,44 

v  =  4oo   X  =  o,5o 

v  —  5oo   >  =  o,52 

427.  Influence  rte  1  étendue  dn  milieu.  —  Les  raison- 
nements précédents  supposent  un  milieu  indéfini.  Si  l'on 
imagine  au  contraire  un  pistou  qui  se  meuve  dans  un  tube 
indi'fini,  il  devra  déplacer  la  totalité  de  la  masse  fluide,  ce 
qui  change  complètement  la  loi  de  la  résistance.  Il  y  a  donc 
lieu  de  se  préoccuper  de  l'influence  de  la  proximité  du 
bord  dans  les  milieux  circonscrits,  tels  que  les  cours  d'eau. 
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A  cet  égard  I)  buat  a  déduit  d'expériences  antérieures 
de  Bossut,  il  A  leiulx  ri  et  Condorcet,  une  limileaii  delà  de 
inquelle  la  Ici  générale  s'applique  sans  modification.  Celte 
limite  concerne  le  rapport  des  dimensions  du  milieu  et  du 
corps  :  elle  est  de  4  J-  pour  la  largeur  et  de  6,46*  pour  la  sec- 
tion. Au  dessous  de  «eue  limite,  la  résistance  se  trouve 
augmentée  dans  le  rapport  suivant  : 

8.46 
 » 

en  désignant  par  n  le  rapport  des  sections. 


EXEMPLES. 

428.  Pendule  hydraulique.  —  Le  pendule  hydraulique 
consiste,  comme  nous  l'avons  vu  (301),  en  une  boule  de 
rayon  /  et  de  densité  A  suspendue  dans  un  courant  d'eau 
de  vitesse  v  à  un  (il  qui  s'ecartede  la  verticale  sous  l'angle  a. 
La  tension  de  ce  fil  devant  faire  équilibre  à  l'action  dyna- 
mique du  fluide  et  au  poids  effectif  de  la  boule,  tangjt  sera 
le  quotient  de  ces  deux  forces.  I.a  première  a  pour  valeur 
XuirrV*  (  i22).  Quant  an  poids,  il  doit  être  réduit,  si  Ton 
admet  dans  ces  circonstances  le  principe  d'Archimède,  à 

(A—  i)pg-  l*'**'  O'1  aura  de  cette  manière 

>pr:rV       _  3       X  I 

La  tangente  de  la  déviation  varie  donc  en  raison  inverse 
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dit  rayon  de  la  boule,  et  diiecle  de  la  hauteur  duc  à  la  vi- 
tesse du  courant. 

Ce  calcul  s'appliquera  encore  si  A  devient  inférieur  à 
l'unité,  en  supposant  toujours  celte  densité  rapportée  à 
celle  du  milieu  ambiant.  L'appareil  prend  alors  le  nom  de 
ballon  eaptif. 

429.  Parachute.  —  Si  un  corps  pesant  descend  vertica- 
lement dans  Tair,  l'équation  dill'érenlielle  de  son  mouve- 
ment sera 

M  — VA»*, 

ou 

dp 


en  posant,  pour  abréger, 


Si  nous  décomposons  cette  expression  de  la  manière  sui- 
vante, 

dt  — 

*V g k 


hl-^-r — ±t\ 


elle  siutégrera  à  l'aide  des  logarithmes  népériens 

2V^./  =  l0gJ  Z-*    1—  log(— I). 

V-  sJ-J 

* 

Nous  déterminons  pour  plus  de  simplicité  la  constante,  en 
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supposant  l'absence  do  vitesse  initiale.  II  vient  enfin 


4-30.  Si  Ton  fait  croître  le  temps  indéfiniment,  on  voit 
que  la  vitesse  converge  vers  la  limite  finie 


Le  mouvement  tend  donc  à  devenir  sensiblement  uniforme. 

Tel  est  ie  principe  de  l'emploi  du  parachute  (261).  Il  a 
pour  but  de  substituer  à  un  mouvement  accéléré,  qui  ame- 
ner.) il  la  perte  de  l'aéronaute,  un  mouvement  sensiblement 
uniforme  qui  ne  dépasse  pas  une  certaine  vitesse.  Si  P  dé- 
signe le  poids  du  système  et  R  le  rayon  du  parachute,  son 
maître  couple  A  sera  7i  11*,  et  la  formule  deviendra 

i  v'P 

La  vitesse  limite  est  donc  en  raison  directe  de  la  racine  du 
poids  et  inverse  du  rayon.  On  donne,  d'après  cela,  aux 
parachutes  une  grande  envergure,  car  le  poids  est  ordinai- 
rement imposé  par  les  circonstances.  ( 

431 .  Criblage  à  la  cuve.  —  Dans  la  préparation  méca- 
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nique  qui  précède  la  fusion  des  minerais,  on  se  livre  à  trois 
opérations  principales  :  ou  réduit  la  matière  en  morceaux 
dans  un  bocard  ;  on  groupe  ces  morceaux  par  ordre  de 
grosseur  sur  des  cribles;  on  les  répartit  enfin  en  couches 
horizontales  par  ordre  de  densité,  c'est-à-dire  par  nature 
du  substances.  Ce  triage  se  fait  à  l'aide  de  cuves  à  secousses, 
dont  les  mouvements  brusques  remettent  constamment  les 
matières  en  suspension  dans  l'eau  pour  les  laisser  ensuite 
descendre  d'elles-mêmes.  C'est  sur  celle  opération  qu'il 
faut  porter  notre  attention. 

Les  morceaux  prendront,  d'après  ce  qui  précède,  des  vi- 
tesses sensiblement  uuiformes  représentées  par  la  formule 

V=C-, 

C  désignant  une  constante,  P  le  poids  effectif  du  corps  (en 
ayant  égard  à  la  diminution  qu'il  subit  dans  l'eau),  et  R  une 
dimension  homologue  prise  dans  les  différents  morceaux, 
que  nous  supposerons  semblables  pour  fixer  les  idées.  La 
condition  pour  que  deux  morceaux  prennent  la  même  vi- 
tesse pour  venir  s'établir  dans  la  même  couche  du  dépôt 
est  donc 

y/P  _  yfïP 
R        IX'  ' 

Or,  si  A  désigne  la  densité,  P  est  proportionnel  à  R*  (A  —  i). 
Il  vient  par  suite,  en  élevant  au  carré, 

R(A-i)=R'(A'-i), 
R  _  A'  -  I 
R'       A  —  I  * 

Tel  est  donc  le  rapport  qui  doit  exister  entre  les  dimen- 
sions pour  compenser  la  différence  de  densité  et  amener  les 
deux  morceaux  dans  la  même  couche. 
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Mais  on  veut,  au  contraire,  que  les  densités  se  séparent 
par  couches.  Il  faut  donc  donner  à  tous  les  morceaux  ou  la 
même  dimension,  ou  des  dimensions  dont  les  limites  ex- 
trêmes n'atteignent  pas  ce  rapport.  Et  comme  c'est  le  cri- 
blage qui  détermine  l'association  piéalablc  des  morceaux 
que  l'on  soumet  ensemble  à  l'opération  de  la  cuve,  nous 
obtenons  par  là  la  limite  de  resserrement  qu'il  faut  éta- 
blir entre  les  diamètres  des  trous  des  deux  cribles  con- 
sécutifs destinés  à  séparer  le  trop  gros  et  le  trop  (in  de 
la  masse  soumise  au  lavage.  Ce  rapport  étant  constant,  on 
voit  que  l'échelle  des  cribles  formera  une  progression  géo- 
métrique. 
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chapitre  xxvn. 

KlLsiSTANCJÎ  DES  MATÉRIAUX. 


Si- 

TRACTION. 

432.  Préliminaires.  —  Il  nous  reste  à  aborder  un  der- 
nier ordre  de  considérations  ('  )  pour  déterminer  les  dimen- 
sions qu'il  est  né<  essaiic  du  donner  aux  pièces,  afin  d'éviter 
qu'elles  ne  rompent  sous  lus  efforts  qu'elles  sont  appelées 
à  transmettre,  ou  qu'elles  n'en  éprouvent  dans  leur  forme 
ou  leur  structure  moléculaire  une  altération  notable. 

La  voie  la  plus  naturelle  consisterait  dans  l'emploi  de  la 
théorie  mathématique  de  l'élasticité.  Mais  cette  partie  de 
la  Mécanique,  quoique  fort  élégante,  ne  se  prutc  encore 
qu'au  prix  de  grandes  difficultés  d'analyse  à  l'élude  dus*  cas 
les  plus  simples.  D'autre  p.^rt,  si  l'on  remarque  (pie,  quand 
bien  même  on  parviendrait  à  trouver  la  valeur  rigoureuse 
dus  dimensions  théoriques,  on  s'empresserait  cependant 
d'y  ajouter  un  appoint  considérable  pour  faire  la  part  des 
circonstances  imprévues,  il  devient  évident  qu'il  suffira 
d'obtenir  une  limite  inférieure  de  ces  dimensions.  La  ques- 


(')  La  théorie  de  la  résistance  des  matériaux,  fondée  sur  les  méthodes 
d 'approximation,  a  reçu  «le  grands  développements,  en  ce  qui  concerne  les 
constructions  fixes.  Je  nie  bornerai  ici  aux  indications  qui  se  rapportent 
speciulement  aux  pièces  de  machines. 
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tion  change»  alors  tout  à  fait  de  nalnrc,  et  des  méthode* 
approximatives,  diriges  avec  le  soin  convenable,  rempli- 
ront parfaitement  le  but. 

433.  Formule  théorique*  *~  Le  ras  le  pins  simple  est 
celui  d'une  pièce  prismatique,  sollicitée  suivant  sa  lon- 
gueur par  une  force  F  qu'elle  tient  en  équilibre  par  ses 
réactions  moléculaires.  Nous  chercherons  donc  en  premier 
lieu  la  relation  de  la  tension  F  â>ux  éléments  de  la  tige,  à 
savoir  :  sa  section  À,  sa  longueur  /  dans  l'état  naturel,  et 
son  allongement  variable  jr. 

Si  nous  imaginons  deux  liges  identiques  accolées  Tune  à 
l'autre,  elles  développeront  deux  forces  égales  F.  Si  donc 
on  les  réunit  en  une  seule  de  section  2A,  les  deux  forces  se 
réduiront  de  leur  côté  à  une  seule  égale  a  iV.  On  voit  dès 
lors,  en  étendant  ce  raisonnement  d'une  manière  générale, 
que  la  tension  sera  proportionnelle  à  Taire  de  la  section. 

Si,  d'un  autre  tôlé,  à  l'cxtieinilé  d'une  première  lige, 
nous  en  adaptons  uneaulre  pamileen  négligeant  l'influence 
de  son  poids,  on  pourra  les  cou  i  léier  c anime  ne  formant 
qu'une  seule  lige  dont  la  longueur  natuiclle  serait  2/.  La 
tension  de  la  seconde  lige,  à  son  origine,  permet  alors  de 
supprimer  la  force  F  qui  était  directement  appliquée  à  la 
première,  de  sorte  qu'il  ne  ic.le  quuue  seule  force  F. 
Mais  la  longueui  naturelle  est  devenue  2/ et  l'allongement 

total  2-r;  leur  rapport  n'a  pas  changé,  et  est  encore 

Ainsi,  quand  ce  rapport  reste  constant,  la  force  ne  \aiie 
pas  non  plus.  11  est  clair  du  reste  que  si  l'on  déterminait  un 

autre  allongement  -,  il  faudrait  aussi  modifier  l'effort» 

et  par  conséque  nt  cette  force  est  une  fonction  de 
On  peut  donc  écrire 


Digitized  by  Google 


45a  ÉTUDE  DYNAMIQUE  DES  MÉCANISMES. 

Si  nous  développons  celle  fonclion  inc  onnue  par  la  formule 
de  Mac  Laurin,  qu'on  peut  toujours  invoquer  pour  les  fai- 
bles allongements,  il  viendra 

Mais  la  force  étant  nulle  dans  l'état  naturel,  on  doit  avoir 
f(o)  =  o  et  la  série  ne  commence  qu'au  terme  du  premier 
degré.  Nous  pouvons  donc,  en  nous  bornant  aux  faibles 
déformilions,  les  seules  que  la  pratique  puisse  admettre, 
négliger  les  termes  d'ordre  supérieur  et  écrire  simplement 

■ 

(i)  F=EA~, 

en  désignant  par  E  le  facteur  constant  qu'on  appelle  coef- 
ficient d'élasticité. 

43 i.  Lorsque  la  tige  sera  sollicitée  en  divers  points  par 
plusieurs  forces  F',  F",  Fw,....,  sou  état  variera  d'une 
mante rj  discontinue  en  chacun  de  ces  points,  et  la  formule 
deviendra  pour  chaque  segment 

le  signets 'étendant  seulement  à  toutes  les  forces  qui  sont 

appliquées  au  delà  du  segment,  sans  faire  aucune  acception 
de  celles  qui  sont  situées  en  deçà. 

Lu  fatigue  de  la  pièce,  si  on  la  mesure  par  rallongement 
proportionnel,  sera  d'après  cela 

EA 

Elle  diminue  donc  à  partir  de  l'encastrement  k  mesure 
qu'on  franchit  le  point  d'application  de  chacune  des  forces. 
On  peut  alors  diminuer  la  section  d'une  manière  corres- 
pondante :  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  mai- 
tresses  tiges  des  répétitions  de  pompes  dans  les  mines. 
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435.  On  peut  évaluer,  à  l'aide  de  celle  formule,  le  tra- 
vail nécessaire  pour  la  compression  d'un  ressort.  Ce  sera 
évidemment 

Si  donc  i  désigne  la  limite  d'allongement  proportionnel 
jusqu'à  laquelle  la  formule  peut  cire  employée  sans  erreur 
sensible  et  la  matière  défoi  mée  sans  inconvénient,  le  maxi- 
mum du  travail  que  pourra  supporter  le  ressort  sera 

• 

-EAi'/, 

2 

OU 

 » 

i 

si  V  désigne  le  volume  du  ressort. 

Comme  la  demi-variation  de  force  vive  est  égale  au  tra- 
vail développé,  on  voit  que  la  force  vive  que  Ton  pourra 
détruire  par  l'intermédiaire  d'un  tampon  de  choc  (284) 
aura  pour  valeur 

E/'V. 

L'efficacité  d'un  tampon  est  donc  proportionnelle  à  son  vo- 
lume. 

■4.36.  Données  expérimentales.  —  Les  considérations 
que  nous  avons  employées  ne  peuvent  être  prises  que  comme 
des  aperçus  propresâ  nous  guider  vers  la  forme  analytique  (  i  ) 
de  la  relation  cherchée;  mais  celle  formule  ne  doil  être  ac- 
ceptée que  sous  le  contrôle  de  l'expérience.  Indiquons  ce 
que  l'observation  nous  a  appris  à  cet  égard. 

M.  Eaton  liodgkinsou  a  étudié  les  déformations  que  subit 
une  tige  de  fer  sous  l'action  de  poids  croissants  que  Ton 
soutient  pendant  l'allongement,  de  manière  à  éviter  la 
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production  de  force  \ivc,  qui  changerait  <  empiétement  le 
phénomène  On  distingue  dans  l'allongement  lolaj 

une  première  partie,  qu'on  appelle  élastique^  eX  qui  dis- 
paraît quand  la  tii^e  est  abandonnée  n  elle-même,  et,  en 
outre,  la  partie  permanente,  qui  subsiste  en  raison  du  dé- 
faut d'élasticité.  En  calculant  d'après  ce  s  éléments  la  valeur 
de  F,  qui  devrait  être  une  constante  absolue  d'après  la 
théorie  précédente,  M.  Hodçkiuson  a  formé  le  tableau 
suivant  : 


ALLOHUINFSK  Pl  OPOETIO^UJ 

coi:rricirni  F.  m  apporté 

c*  «in  11.111* 

au  Mirni  cauae 

DE  LA  tOSi.l  l  Ull  ftAIWKELLC. 

tr  au  ntUMMl, 

/  =  i5'»,    A  —  •35"""flt^. 

IfALVÉ 
i/apbbs  l'allo^uemuit: 

En  kilosr. 
par  mi'lim 
carre. 

Propor- 
tionnelle». 

Tola! 

Permancn! 

r.lastlqao 

Total. 

FliMlque. 

i,87 

1 

0,0^9 

0,000 

o.oSj 

998. 10* 

218.10* 

3 ,  TJ 

m 
m 

0,  iSj 

O.OOO 

0,  i8j 

20  i. IO* 

•>0  !  .  1  0* 

3 

O  oo.l  ' 

o,9&  1 

pgR.lcr* 

90O.IO*  ' 

7,r»o 

0.I80 

o,oo1 

l$8  IO* 

J 

9. '7 

5 

o,i75 

0,00  \ 

«  1 1 7  » 

197.10' 

«99- 'O* 

1  1  ,7."> 

G 

o,5;i 

0 ,  OoS 

o,56G 

«97- '0' 

1  ()()  .  1  o* 

•  3,  i ?. 

7 

0  ,r,fîG 

0,007 

o,G.îi) 

•97  "o" 

109. îo' 

1 5,00 

S 

0 ,  760 

0,010 

0,7*10 

1 y3 . 1 o" 

700 . 1 o" 

16,87 

9 

0,863 

0,0:53 

0,8  jo 

Ip3.  io' 

901   10*  1 

10 

1  ,o*3 

0,08} 

o,o3o 

«8'j.io' 

202  IO' 

f  1 

1,983 

0,16a 

1 ,0  »  1 

161.10» 

702  IO* 

13 

2,3Go 

1 , 1 3o  i 

1  ,-iZo 

9*1 . 1  o* 

Si.  m'  j 

i3 

5,187 

3 , 07 1 

1  ,2lG 

56. io' 

900. IO* 

•  '. 

99^'  ' 

8,57'« 

h$7i 

29. IO* 

lr)l  ,10* 

9*,  19 

1 5 

io,4<)3 

9,103 

1 ,3»n 

•^7.10* 

ÎOO.IO*  ' 

?O,00 

16 

i7,8-»8 

iG,5i5 

1,373 

17. IO1 

RI8.I01  • 

3. ,8; 

'7 

•9»795 

1 ,691 

i5  io« 

1 89  .  1  0' 

31.;5 

18 

'i,77'. 

'2-7"9 

•j,o65 

i^.  H»* 

iCî.io' 

»9 

3i:8jo 

9,m6 

10. IO* 

170.  IO* 

37,  ',G 

30 

Htipturc. 

ttuplure. 

Ruplurc. 

Ru  pluie  , 

Ruplurc.^ 
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On  peut  distinguer  dans  ce  tableau  deux  périodes.  La 
première  s'étcud  jusqu'à  la  charge  de  17  kilogrammes  par 
millimètre  carré.  Le  coefficient  E  n'est  pas  dans  cet  inlcr- 
valle  absolument  constant,  mais  sa  variation  est  peu  sensi- 
ble et  assez  régulière.  On  peut  prendre  comme  valeur 
moyenne  et  en  nombre  rond  2.  io'°. 

L'allongement  permanent  est  en  même  temps  très-faible, 
et  ne  dépasse  pas  de  l'allongement  total.  Son  effet  est, 
en  quelque  sorte,  de  constituer  une  nouvelle  substance 
sur  laquelle  de  nouvelles  eharg<  s  ne  produisent  plus  d'al- 
longement permanent,  à  moins  d'être  supérieurs  à  l'an- 
cienne. 

La  seconde  période  s'étend  depuis  ce  point  jusqu'à  la 
rupture.  Le  coefficient  varie  alors  beauc  oup  et  d  une  ma- 
nière ir régulière.  Ce  fait  n'a  rien  qui  doive  surprendre. 
Mais  il  impose  la  nécessité  de  rester,  pour  les  applications, 
dans  la  première  période.  Sous  cette  réserve,  nous  pour- 
rons donc  employer  convenablement  la  foi  mule  précé- 
dente (1). 

487.  Les  autres  matériaux  présentent  des  circonstances 
analogues.  • 

Ln  fonte  est  une  substance  éminemment  variable  dans  sa 
nature  physique  et  chimique.  C'est  ce  qui  peut  expliquer 
les  écarts  «les  différents  expérimentateurs.  Le  coefficient 
anciennement  adopté  éîant,  sauf  le  facteur  m',  repré- 
senté par  le  nombre  12,  Slepbensoii  a  indiqué  la  va- 
leur 8,  Desplaccs  et  Coilet- Meygrct  de  3  à  4 a,  et  en 
moyenne  6. 

Pour  les  bois,  d'après  MM.  Chcvandicr  et  Wertbeim, 
le  coefficient  diminue  à  partir  d'un  certain  àpe.  La  séche- 
resse du  sol  e  t  l'exposition  du  nord  tendent  à  I  augmenter. 
Sa  valeur,  sauf  le  facteur  ms,  est  de  <)  à  12. 

Eu  résumé,  ou  peut  indiquer,  comme  valeurs  moyennes, 
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les  nombres  suivants  : 

E 

Fit  — •  =  iqo  à  i3o 

Fonte   3o  à  120 

Bois   9  à  12 

438.  Compression.  —  On  peut  encore  agir  dans  la  direc- 
tion même  d'une  lige,  mais  par  compression.  Il  est  alors 
nécessaire,  pour  évilcr  de  voir  la  pièce  fouetter,  de  la  main- 
tenir par  des  guides,  ou  de  ne  lui  donner  qu'une  longueur 
très- restreinte  par  rapport  à  la  largeur. 

On  peut  reproduire  les  mêmes  considérations  théoriques, 
et  i 'expérience  indique  que  la  formule  (1)  est  encore  ap- 
plicable dans  les  mômes  limites.  M.  Hodgkinson  a  pensé, 
toutefois,  qu'il  était  convenable  de  diminuer  de  i5  a  20 
pour  100  le  coefficient  du  fer,  pour  passer  de  la  dilatation  à 
la  compression,  et  seulement  de  quelques  centièmes  pour  la 
fonte.  Mais  ce  fait  aurait  besoin  d'être  mieux  établi. 

139.  Rupture.  —  Un  phénomène  plus  essentiel  est  celui 
de  la  rupture  qui  se  produit  quand  la  charge  devient  ex- 
cessive. 

On  doit  éviter,  dans  la  pratique,  d'atteindre  et  môme 
d'approcher  de  beaucqup  de  ce  point.  L'usage,  pour  la 
traction  directe  comme  pour  tout  autre  mode  de  fatigue,  est 
Je  ne  pas  dépasser  \  à  de  la  charge  de  rupture.  On  peut 
indiquer,  à  cet  égard,  les  nombres  suivants,  rapportés  au 
kilogramme  par  millimètre  carré  : 

Limite         Valeur  Limite 
inférieure.     moyenne.  supérieure. 

Fer  en  fil   5o  70  cjo 

Fer  en  barre   25  40  00 

Fer  en  tôle   35  38  4° 

Acier   36  •  100 

Fonte   o  »  i4 

Cuivre   26  »  3o 

Cliène  ou  sapin  du  Nord.  6*9 

Sapin  des  Vosges   • 

Courroie  en  cuir   »  ?  • 
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D'après  Coulomb,  1rs  coules  peuvent  porter  de  5o  à 
60  kilogrammes  par  fil  de  carel  de  8  millimètres  de  dia- 
mètre, tordu  directement  et  employé  avec  d'autres  pour 
former  la  corde. 

M.  \i<kers  a  étudié  récemment  l'influence  exercée  sur 
le  point  de  rupture  des  aciers  par  le  degré  de  carburation. 
Il  été  conduit  aux  résultais  suivants  : 


DIX-MILLIÈMES 
DE 
CARBONE. 

effort  de  rcptlre 
en  eilocrammrs 
par  millimètre  cahi\k. 

f 

ALLONGEMENTS  EN  MILLIÈMES 

DE 

LA  LONCL'ECR  NATURELLE. 

38 

48 

34,8 

43 

53 

34,8 

48 

59 

3i,8 

53 

67 

28,5 

63 

70 

25,4 

74 

7» 

17,5 

84 

6G 

28,5 

100 

94 

25,4 

125 

108 

i5,8 

La  vigueur  augmente  donc  pour  le  fer  avec  le  degré  d'acié- 
ration  jusqu'à  1  \  pour  100  de  carbone.  On  la  voit  ensuite 
diminuer,  quand  on  incline  davantage  vers  la  nature  de  la 
fonte. 

Quant  à  ce  qui  concerne  la  rupture  par  compression 
d'un  prisme  trop  court  pourfléebir,  j  indiquerai  les  résul- 
tats suivants  : 

Fer   a5 

Fonte   63 

Cliènc,  sapin  du  INord   $,5 

La  température  a  $ur  ces  effets  une  influence  qu'il  est 
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essentiel  de  prendre  en  considéra  lion  dans  les  machines  à 
feu.  Celle  action  est  certaine,  niais  les  nombres  suivants 
auraient  peut-être  besoin  <lu  contrôle  de  nouvelles  expé- 
riences. J'ajoute  qu'ils  sont  simplement  proportionnels  et 


sans  valeur  concrète. 

ittupuruiuic  ccmiji  nue. 

TAl<»  An  fa* 

i  oie  uc  ier. 

cuivre. 

I  ,  ooo 

I  ,oo 

»  »  «97 

0,95 

» 

O.90 

I  ,  OûO 

O  ,,OD 

» 

0,80 

o,<}5© 

0,67 

0,1)00 

» 

• 

45o  

o,o,3o 

»» 

• 

o,;6o 

» 

o,3a 

0,520 

» 

t 

• 

• 

o,35o 

S 

FLEXION. 

440.  Fibre  NBtmtE,  — Les  pièces  de  machines  sont  le 
plus  ordinairement  synicl»  irpies,  et  sollicitées  par  des  farces 
comprises  dans  le  plan  de  -symétrie.  11  d<  racine  t!ès  lors 
évident  que  la  déformation  s'opérera  dans  le  plan  même. 

Nous  supposerons  d'abord,  pour  nous  placer- dans  le  cas 
le  plus  simple,  un  prisme  sollicité  par  des  forcis  perpendi- 
culaires à  la  longueur. 

Les  calculs  suivants  sont  fondes  sur  une  hypothèse  très- 
simple,  4 ni  a,  du  reste,  subi  Je  tosttiôle  de  l'expérience. 
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Nous  supposerons,  en  premier  lieu,  que  les  molécules  si- 
tuées dans  une  section  droite  du  prisme  restent,  après  la 
Jflexion,  dan&  un  même  plan  normal  au  profil  longitudinal 
de  Ja  pièce  :  c'est  ce  qu'au  appelle  le  principe  de  la  con- 
servation des  tranches.  .Nous  admettrons,  en  second  lieu, 
que  les  fibres  formées  par  les  molécules  alignées  suivant 
des  droites  parallèles  aux  arêtes  du  prisme  se  comportent 
comme  si  elles  étaient  seule*,  en  s'allongea  ni  ou  se  raccour- 
cissant suivant  la  formule  fondamentale  (1). 

441.  Taisons  une  section  normale  MG  et  envisageons 
la  portion  comprise!  entre  elle  et  l'extrémité.  Deux  groupes 
de  forces  concourent  à  son  équilibre  :  en  premier  lien,  les 
efforts  i"  appliques  à  des  distances  A  de  l'origine  (P/.  lf^, 
fig.Gi),  et,  par  suite,  à  des  bras  de  levier  A  —  x  de  la 
scc-lion  considérée,  si  .r  désigne  son'abscisse  :  ces  dislances 
ne  sont  que  peu  modifiées  par  la  flexion  qui  s'exerce  dans 
un  sens  perpendiculaire,  et  nous  pourrons  faire  abstraction 
de  celle  variation;  en  second  lieu,  les  forces  d  élasticité 
qui  sont  développées  dans  la  section  même  par  la  première 
partie  du  prisme. 

Si  nous  projetons  sur  la  tangente,  les  forces  F  disparais- 
sent, puisqu'elles  restent  sensiblement  normales,  et  l'équa- 
tion ne  renferme  que  les  forces  d'élasticité.  l  eur  somme 
de  projections  étant  dès  lois  nulle,  elles  doivent  être  équi- 
valentes à  un  couple  qui  sera  situé  dans  le  plan  de  flexion, 
en  raison  de  la  symétrie.  Si,  en  second  lieu,  nous  posons 
l'équation  des  moments,  par  rapport  à  un  axe  transversal 
pris  dans  la  section  fixe,  elle  nous  appre:  dr  i  que  le  mo- 
ment de  ce  couple  est  égal  à  la  somme  2  F  (A —  x)  des 
moments  de  toutes  les  forces  appliquées. 

412.  Puisque  les  forces  d'élasticité  forment  un  couple* 
il  s'en  développe  nécessairement  dans  les  deux  sens.  Il  y  a 
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donc  des  fibres  étendues  et  d'antres  comprimées,  et,  par 
suite,  il  en  existe  une  intermédiaire  qui  conserve  sa  lon- 
gueur naturelle,  et  que  Ton  appelle  la  fibre  neutre.  C'est 
elle  qui  pourra  servir  à  caractéiiser  la  figure  de  la  pièce 
après  déformation.  INous  résondions,  pour  cela,  deux  ques- 
tions successives:  trouver,  d'une  pari,  la  position  de  la 
fibre  neutre  dans  les  di  Hercules  sections  au  moyen  de  l'équa- 
tion de  projections  tangentielles,  et,  en  second  lieu,  sa  figure 
dans  l'espace,  d'après  l'équation  des  moments. 

413.  Remarquons  que  toutes  les  fibres  constituent, 
d'api  ès  l'hypothèse  de  la  conservation  des  tranches,  des  dé- 
veloppantes d'une  même  développée,  puisqu'elles  conser- 
vent leurs  distances  normales.  Si  donc  p  est  le  rayon  de 
courbure  de  la  fibre  neutre  GG',  p  -f-  V  sera  celui  de  la 
fibre  quelconque  MM',  qui  en  est  distante,  dans  l'état  na- 
turel, de  MG  =  y. 

Prenons  une  section  voisine  qui  coupe  la  première  au 
centre  de  courbure  O,  et  soit  X  la  distance  naturelle  de  ces 
tranches.  Elle  exprimera  encore,  après  la  flexion,  la  lon- 
gueur GG'  de  la  fibre  neutre  dans  cet  intervalle,  puisque 
celle-ci  ne  subit  aucune  altération.  On  aura,  en  assimilant 
les  arcs  des  deux  fibres  à  leurs  cercles  oscillateurs, 

mv  _  MO 
GG'  ~~  GO  * 

d'où 

GO  p  p 

La  variation  subie  par  MM',  qui  était  primitivement  égale 
à  X,  est  donc  —  »  et  son  allongement  proportionnel  La  ten- 
sion sera  dès  lors,  d'après  la  formule  fondamentale  (i), 
Eu  y  en  désignant  par  a  la  section  de  la  fibre.  Si  donc  ces 
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forces  forment  un  couple,  ou  doit  avoir 

*  2Eo-=Of 

P 

c'est-à-dire,  puisque  E  et  p  sont  des  constantes  pour  toutes 
les  fibres  daus  la  section  considérée, 

im»  =  o. 

Le  moment  total  des  éléments  de  la  section  est  donc  nul, 
par  rapport  à  la  fibre  neutre,  ce  qui  prouve  que  celle-ci 
passe  par  le  centre  de  gravité.  Comme  nous  avons  raisonné, 
du  reste,  pour  une  tranche  quelconque,  il  s'ensuit  que  la 
fibre  neutre  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  toutes  les 
sections.  La  première  question  se  trouve  par  là  résolue. 

'       4i4.  L'équation  des  moments  relatifs  à  l'intersection  de 
la  fibre  neutre  par  le  plan  de  la  section  considérée  sera 

v         R  Ru 
(a  IF  (A  — x)  =  lEa  -•  ?=  -  lav*=.  — . 

P         P  P 

Dans  cette  formule,  p  désigne  le  moment  d'inertie  de  l'aire 
de  cette  section,  pris  par  rapport  à  Taxe  qui  serait  mené 
par  son  centre  de  gravité  perpendiculairement  au  plan  de 
symétrie,  et  que  nous  appellerons  Y  axe  neutre. 

On  doit  voir  dans  celle  formule  l'équation  de  la  fibre 
neutre.  Si,  par  exemple,  les  forces  extérieures  forment  un 
"  couple,  le  premier  membre  devient  constant  pour  toutes 
les  sections  situées  en  deçà  de  ce  couple,  car  il  se  réduit  au 
moment  du  couple.  On  a  donc 

p  =  const. 

et,  par  suite,  toute  cette  portion  allectc  la  forme  circulaire. 

Pour  mettre  celte  relation  sous  la  forme  d'une  équation 
différentielle,  remplaçons  le  rayon  de  courbure  par  sa 
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valeur  y 

ttv' 

et  par  approximation 

car  rinclinaison      varie  peu  puisqu'on  suppose  la  défor- 

mation  peu  sensible,  et,  à  ce  titre,  sou  carié  disparaît  devant 
l'unité.  La  formule  devient  ainsi 

et  l'on  en  tire  par  une  double  intégration 
(3  Er\T  =  f f^'^f 

Telle  est  l'équation  de  la  libre?  neutre,  qui  résout  la  seconde 
question. 

On  remarquera,  comme  ci-dessus  (131),  que  cette  formule 

est  discontinue,  car  le  signe  ^  llc  s'étend  qu'aux  forces 

comprises  entre  le  point  considéré  et  l'cxliL'iuilc  de  la  pièce. 
Le  second  membre  perd  donc  un  terme  chaque  fois  cpie  l'on 
franchit  le  point  d'application  d'une  force,  et  la  forme  du 
profil  change  avec  lui. 

Mo.  Fatigue.  —  Si  nous  voulons,  en  outre,  nous  rendre 
compte  d<  s  tensions  développées,  il  sullira  d'en  chercher  le 
maximum  pour  constater  qu'il  ne  dépasse  pas  la  limite  que 
comporte  la  substance  employée  (  139). 

>otis  avons  vu  que  la  fatigue  <p,  exprimée  par  l'allonge- 
ment proportionnel  de  chaque  fibre,  a  pour  valeur  (a) 
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Son  maximum  su  trouve  en  général  (')  dans  l'encastrement 

où  le  signe  ^  s'étend  au  plus  grand  nombre  de  forces  et  oit 

Icuis  bras  de  leviers  prennent  leur  plus  grande  valeur  A. 

Dans  celle  section,  la  plus  grande  fatigue  correspondra 
évidemment  aux  points  les  plus  éloignés  de  la  libre  neutre, 
c'est-à-dire  de  l'axe  neutre.  Ce  maximum  a  donc  pour  ex- 
pression 

(4)  •— 

si  V  représente  la  plus  grande  ordonnée  de  la  section.  Il 
sera  par  suite  nécessaire  et  suffisant  d'avoir 

*</, 

en  désignant  par  i  la  limite  de  fatigue  que  Ton  doit  s'im- 
poser pour  les  dillérents  matériaux  (<430). 

4i6.  Si,  pour  caractériser  le  prix  de  revient  ou  la  quan- 
tité de  matière  employée,  nous  nous  donnons  l'aire  de  la 
section,  nous  resterons  encore  maîtres  d'atténuer  la  fatigue 
en  donnant  à  celte  section  une  forme  appropriée.  Il  fau.t 
pour  cela  éloigner  autant  que  possible  de  Taxe  neutre  les 
dillérents  éléments  de  celte  surface.  On  augmente,  à  la 
vérité,  par  là  le  numérateur  en  raison  de  la  première  puis- 
sance des  dimensions  à  cause  du  fat  leur  \  ;  mais  on  fait 
aussi  varier  le  dénominateur  dans  Tordre  du  carié,  à  cause 
du  facteur  /z,  et,  en  définitive,  la  valeur  de  4>  se  trouve 
atténuée. 

Si,  par  exemple,  on  veut  employer  la  forme  rectangu- 


(')  Je  dis  fit  gênait,  car  il  peut  arriver  que  certain*»  forces  soient  de 
«ens  contraire  et  tendent  à  diminuer  au  contraire  lu  somme  des  moment». 
M  us  il  est  toujours  alors  bien  facile  de  trouvtr  le  maximum  du  second 
membre. 
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lairc,  il  faudra  placer  sa  grande  largeur  dans  le  plan  de 
flexion.  C'est  pour  celle  raison  qu'on  aruic  de  nervures  les 
pièces  destinées  à  résister  à  la  flexion.  On  fera  mieux  encore 
en  évidant  le  rectangle  pour  augmenter  ses  dimensions, 
«ans  changer  sa  surface.  Si  ensuite  on  réunit  dans  le  plan 
de  symétrie,  eu  une  seule  flasque,  les  deux  montants  du 
rectangle  creux,  on  leur  donne  par  là  plus  de  fermeté  et  on 
obtient  le  double  T 

I 

comme  dans  les  balanciers  des  machines  de  rotalion.  Si 
l'on  emploie  des  formes  rondes,  il  faudra  les  creuser  au 
centre.  Les  sections  elliptiques  devront  de  môme  être  évi- 
dées  et  placées  de  manière  que  le  grand  axe  se  trouve  dans 
le  plan  de  flexion. 

447.  Cependant  cette  règle  n'est  utile  que  pour  une  ma- 
tière telle  que  la  fonte,  que  l'on  peut  disposer  par  le  mou- 
lage suivant  toutes  les  formes  \  ou  lues.  Mais  avec  le  bois, 
par  exemple,  tout  ce  qu'on  ôlcrait  pour  é vider  la  section 
dans  le  centre  serait  en  pure  perle,  et  il  vaut  encore  mieux 
conserver  la  forme  pleine.  Comme  celle-ci  est  toujours  un 
rectangle  dans  la  pratique  et  que  la  forme  naturelle  d'un 
tronc  d'arbre  est  circulaire,  on  peut  se  demander  quel  est 
le  rectangle  qu'il  sera,  à  ce  poiuule  vue,  le  plus  avantageux 
d'inscrire  dans  le  cercle. 

Il  suffit  pour  cela  de  calculer  la  quantité  ~  et  de  la  rendre 

maximum.  Or,  si  nous  appelons  a  et  b  les  demi -dimen- 
sions du  rectangle  en  hauteur  et  en  largeur,  nous  aurons 

«  ***** 

r  -  j       2*.  *.|r>  = 

V  3 
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Nous  poserons  donc 

a1  b  —  max. 

avec  la  condition 

a*     6'  =  const.  =  r- 

pour  que  le  rectangle  ne  cesse  pas  d'être  inscrit  dans  le 
cercle.  On  tire  de  là 

lada  +  ibdb  =  o, 

et  en  éliminant  le  rapport  différentiel, 

2  A  a 

-T  =  ~r 

a1  =  2  b\ 

d'où 

36'  =  ^, 

Il  suffira,  pour  construire  cette  valeur,  de  partager  un 
diamètre  en  trois  parties  égales  et  de  lui  élever,  de  part  et 
d'autre,  des  perpendiculaires  par  les  points  de  division; 
elle  s  marqueront  sur  le  cercle  les  deux  autres  sommets  du 
rectangle. 

S  iii- 

EXEMPLES. 

I 

448.  Pour  éclaircîr  ces  généralités,  je  présenterai  quel- 
ques exemples,  en  choisissant  pour  cela  les  cas  les  plus 
simples  et  les  plus  fréquemment  réalisés  par  les  pièces  de 
machines. 

Exemple  I.  —  Pièce  encastrée  et  sollicitée  à  son  extrr- 
miié(PL  ir,fig.  6i). 

3o 
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Équation  de  la  fibre  neutre  (3)  : 

Si  nous  intégrons  sans  constante  pour  exprimer  que    et  — 

sont  nuls  en  môme  temps  que  x,  c'est-à-dire  que  la  pièce 
est  encastrée  à  L'origine,  il  viendra 


Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  l'obtiendrons  pour  lYxlré- 
mitc  en  faisant  x~  /: 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  l'encastre- 
ment (4)  : 

VF/ 

<\i  -—  « 

Ep 

149.  Exemple  II-  —  Pièce  encastrée  et  cliaigùe  uni- 
formément (PL  IV,  fign  6l). 

Équation  de  la  fibre  neutre.  —  Nous  désignerons  par  F, 
la  charge  par  unité  de  longueur  en  y  comprenant  le  poids 
même  de  la  pièce.  La  charge  totale  sera  F,/  pour  toute  la 
pièce,  et  Fj  (l  —  x)  pour  la  portion  de  droite  que  nous 
devons  seule  prendre  eu  considération  pour  former  l'équa- 
tion de  la  libre  neutre. 

Si  nous  l'appliquons  par  la  pensée  au  milieu  de  la  lon- 
gueur, la  somme  des  moments  élémentaires  ne  sera  pas 
changée.  Ce  moment  sera  donc,  par  rapport  à Itf  section  va- 
riable, — —  i  et  l'équation  (3)  deviendra 


I 
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Elle  a  pour  intégrale 

W       2  3.4 

avec  deux  termes  arbitraires,  l'un  constant,  l'autre  en  x. 
Mais  nous  devons,  comme  dans  le  cas  précédent,  supprimer 
tou'e  cette  partie  pour  exprimer  l'encastrement  à  l'origine 
et  borner  le  second  membre  à  ses  trois  premiers  termes  : 

24  Epy  =  F,  (*♦  —  4Lr3-h6/,xî). 

Valeur  fie  la  flèche.  —  Nous  l'aurons  pour  x  =  /  : 

F,/* 


F  = 


Si  on  remarque  que  F1  /  remplace  la  quantité  F  de  l'exemple 
précédent,  on  voit  que  la  flèche  n'est  que  les  \  de  celle  du 
premier  cas. 

Valeur  de  la  fatigue.  —  Elle  correspond  à  l'encastre- 
ment (4) 

V «  F|/.— 
^  2      VP,  /* 

~~     tu     ~~  liEpT* 
Elle  n'est  plus  que  la  moitié  de  celle  du  premier  cas. 

4o0.  Exemple  III.  —  Pièce  encastrée,  chargée  unifor- 
mément et  sollicitée  à  son  extrémité  (Pl.  IF,  fig.  61). 

C'est  la  réunion  des  deux  conditions  précédentes,  ou,  si 
l'on  veut,  la  correction  apportée  au  premier  exemple  pour 
avoir  égard  au  poids  de  la  pièce. 

Équation  fie  la  fibre  neutre.  —  Nous  l'obtiendrons  en 
réunissant  les  deux  précédentes  : 

E?x  =  |  (  3/x'  -  x3)     ^  (*•  —  4 + 

3o. 
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Valeur  de  la  flèche  : 

/a5Sçls -»-■«-)• 

Valeur  de  la  fatigue  : 

151.  Exemple  IV.  —  Pièce  posée  sur  deux  appuis  et 
chargée  uniformément  (Pl.  IV,  fg.  62). 

La  charge  totale  étant  Ftl,  chacun  des  points  d'appui 

supporte  l'effort  —  et  oppose  une  réaction  égale.  Chaque 

moitié  de  la  pièce  peut  donc  être  considérée  comme  encas- 
trée au  milieu  de  la  longueur  totale  et  fléchie  à  son  extré- 

F  / 

mité  pa r cet  eflbrt  —  Il  suffit  par  suite  d'appliquer  les  for- 

/  F  / 

mules  du  cas  précédent  en  changeant  /  en  -  et  F  en  ^- , 

car  les  forces  sont  maintenant  de  sens  opposés.  I!  vient 
ainsi  : 

Équation  de  la  fibre  neutre  ; 

E^=Ji('2^-3/«)^. 

Valeur  de  la  flèche.  —  Nous  aurons,  sauf  le  signe, 

5  F,*' 


/= 


384  Ej* 


Elle  n'est  plus  que  les  ~ -,  ou  environ  de  celle  du  pre- 
mier cas. 

V ulcur  de  la  fatigue  : 

YF.I* 

Elle  n'est  plus  que  le  huitième  de  celle  du  premier  cas. 


* 
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(Test  au  milieu  de  la  pièce,  dans  l'encastrement  fictif, 
qu'elle  se  développe. 

452.  Première  application.  —  Dents  d'engrenage.  — 
Pour  montrer  par  un  exemple  l'application  de  ces  règles, 
considérons  une  dent  d'engrenage.  Bien  que  ce  ne  soit  pas 
un  prisme  dans  lesensdu  rayon,  nous  pouvons  (453)  l'assi- 
miler à  une  pièce  encastrée  et  sollicitée  à  son  extrémité, 
car  c'est  pour  l'instant  où  l'effort  se  transmet  parce  point 
que  la  fatigue  est  maximum,  et  qu'il  est  nécessaire  de  mettre 
les  dents  en  état  de  la  supporter. 

îNous  avons  trouvé  dans  ces  conditions  (448)  : 


La  section  étant,  dans  le  cas  actuel,  un  rectangle,  on  a  (447  ) 

3      1  » 

<t>  i        «   •  F . 

4E  a*h 

L'usage  est  de  faire  la  longueur  b  des  dents  proportion- 
nelle à  l'épais<eur  a.  La  longueur  /  se  détermine  par  la 
règle  de  réchanfrinement  toujours  de  la  même  manière. 
Elle  est  donc,  au  moins  pour  les  petites  dimensions  qui 
sont  le  cas  de  la  pialique,  propoi tionnelle  elle-même  à 
l'épaisseur  a.  Comme,  du  reste,  E  et  *t>  deviennent  des 
constantes  spécifiques,  quand  on  remplace  <l>  par  la  limite  i 
que  ne  doit  pas  dépasser  la  fatigue  (439),  l'équation  prend 
la  forme  ( 1  ) 

a  =  4  s/T\ 

(  '  )  Dans  la  pratique  on  emploie  le3  coefficients  suivants  exprimes  en  mil- 
limètres quand  F  l'est  en  kilogrammes  : 

Fer  et  fonte   k  =  i mmt oS 

Cuivre  et  bronze   k  —  i"»'»,3i 

Charme  et  sorbier  A=i«™,38. 
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Seconde  application.  —  Tourillon,  —  La  réaction  du 
coussinet  est  appliquée  en  un  point  intermédiaire,  mais  il 
sera  bon  de  la  reporter  par  la  pensée  à  l'extrémité  pour 
faire  la  part  des  circonstances  défavorables.  Le  tourillon 
peut,  du  reste,  être  considéré  comme  encastré  dans  la  masse 
de  l'arbre,  qui  a  une  section  notabîeinenlplus  forte  (3Gi). 
On  peut  donc  encore  appliquer  la  formule 

XFd 

cj>  — :    . 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  cas  actuel, 

V=r, 

et  pour  le  moment  d'inertie  (*), 

Nous  poserons  donc 

Si 'l'on  adopte  un  rapport  constant  entre  Ja  longueur  et 


(')  ft  désigne  le  moment  d'inertie  de  l'aire  d'un  cercle  par  rapport  a  un 
diamètre.  Si  nous  appelons  de  même  «'  celui  qui  est  relatif  au  centre,  on 
aura 

/  = 

En  Hr»t,  le  carré  de  la  distance  au  centre  est  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances à  deux  diamètres  rectangulaires.  Le  moment  d'inertie  pris  par  rap- 
port au  centre  sera  donc  la  somme  de  ceux  qui  sont  relatifs  à  ces  diamètres, 
ou  le  double  de  l'un  d'eux ,  en  raison  de  la  symétrie  du  cercle. 
On  a  d'ailleurs  directement 


-r 


a  7T  rar.r*  —  — , 


9 

et,  par  suite, 


y'  îrr* 
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le  diamètre,  cette  formule  prendra  encore  la  forme 

r  =  /  y  F, 

analogue  à  celle  des  dents  d'engrenage,  et  dans  laquelle  le 
coefficient  dépend  du  rapport  adopté. 

S  iv. 

FORMES  D'ÉGALE  RÉSISTANCE. 

453.  Supposons  que  le  solide  au  lieu  d'être  prismatique 
ait  une  section  variable,  calculée  de  manière  que  la  fatigue 
maximum  dans  chaque  section  soit  la  même  pour  toutes. 
Ce  qu'on  ajouterait  à  une  pareille  pièce  pour  la  rendre  pris- 
matique serait  une  strperfétation,  car  il  importe  peu  que 
la  pièce  soit  soulagée  dans  une  portion  de  son  étendue  par 
une  augmentation  de  section,  si ,  sur  un  seul  point,  la  fatigue 
reste  la  même.  Le  corps  rompra  en  clTet  par  1à,  si  cette 
fatigue  dépasse  la  limite  que  la  substance  est  en  état  de 
supporter.  La  forme  en  question  est  donc,  à  égalité  de"vo- 
lumc,  la  plus  rationnelle  pour  la  répartition  de  la  matière 
employée.  On  la  désigne  sous  le  nom  de  solide  flégale 
résistance.  Elle  fournira  notamment  les  ressorts  indica- 
teurs (3lG)  les  plus  sensibles  à  égalité  de  résistance,  puis- 
qu'ils fieront  dégagés  de  toute  partie  inutile. 

La  recherche  de  ces  formes  ne  peut  se  faire  en  rigueur 
à  l'aide  des  formules  précédentes,  car  elles  supposent  une 
pièce  prismatique.  Cependant,  si  nous  considérons  que  ces 
résultats  ne  sont  qu'approximatifs,  et  que  les  conditions 
actuelles  n'introduisent  aucun  <  hangement  important,  nous 
pourrons  donner  cette  extension  à  la  théorie,  pourvu  que 
les  formes  truelle  indiquera  ne  présentent  pas  de  variation 
brusque  ou  trop  rapide.  Dams  ce  cas,  en  eftvt,  les  hypothèses 
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sur  lesquelles  nous  avons  basé  tout  ce  qui  précède  (440)  ne 
se  vérifieraient  plus  cTuuc  manière  suffisante. 

454.  Nous  avons  dans  toute  l'étendue  du  solide  (a) 

De  plus,  la  condition  de  l'égale  résistance  s'exprimera  par 
la  condition 


le  premier  membre  représentant  la  fatigue  maximum  (4). 
On  tire  de  là,  par  l'élimination  dep, 

(5)  E»>  =  vjF(ft- *). 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  d'égale  résistance. 
Elle  est  discontinue  comme  toutes  nos  formules  générales, 
et  le  second  membre  perd  un  terme  à  chaque  fois  que  Ton 
dépasse  le  point  d'application  d'une  force.  Elle  est,  du  reste, 
loin  de  déterminer  complètement  la  surface,  et  il  faut,  à 
cet  égard,  s'imposer  de  nouvelles  conditions.  J'en  donnerai 
deux  exemples  généraux. 

4o5.  Premier  genre.  —  Pièce  à  sections  homot  fié  ti- 
ques, î —  On  peut,  en  premier  lieu,  s'imposer  la  condition 
que  la  section  reste  partout  semblable  à  elle-même.  Ce 
sera,  par  exemple,  un  cercle,  un  carré,  etc.  Le  moment 
d'inertie  prendra  alors  la  forme  KV*,  proportionnelle  à  la 
quatrième  puissance  des  dimensions,  et  l'équation  de- 
viendra 

EiK.V»  =  2F(A— 

équation  d'une  parabole  cubique  entre  x  et  V,  qui  dessi- 
nera, dans  ce  cas,  le  prdGl  de  la  pièce. 
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456.  Deuxième  gfwre. — Pièce  à  sections  rectangulaires, 
—  On  peut,  en  second  lieu,  s'imposer  la  condition  que  la 
seclion  soil  partout  rectangulaire.  On  aura  alors  (447),  en 
désignant  les  côtés  variables  par  ia  et  a  6, 

et,  par  suite, 

Comme  cette  équation  renferme  d'ailleurs,  outre  l'ab- 
scisse x,  deux  variables  a  et  b,  on  peut  encore  soumettre 
les  dimensions  du  rectangle  à  une  condition  arbitraire.  La 
plus  simple  consiste  à  laisser  un  des  côtés  constants,  l'autre 
devenant  par  là  l'ordonnée  du  prolil  de  la  pièce. 

Pour  effectuer  complètement  cette  détermination,  je  re- 
prendrai les  problèmes  que  nous  avons  déjà  traités  à  un 
autre  point  de  vue  (§111). 

457.  Exemple  I.  —  Pièce  encastrée  et  sollicitée  à  son 

extrémité. 

L'équation  (6)  devient  (448) 

|e/.«^  =  F(/-x). 

Largeur  constante.  —  L'ordonnée  étant  a,  le  profil  est 
une  parabole  qui  a  son  sommet  à  l'extrémité  (PI,  1P% 
Jig.  63).  C'est  la  forme  employée  pour  les  flasques  de  dyna- 
momètres (316),  les  ressorts  de  voiluie  (284),  les  balan- 
ciers demacbiues  de  rotation  (162). 

Hauteur  constante.  —  L'ordonnée  étant  b,  le  profil  est 
une  ligne  droite  passant  par  l'extrémité,  et  à  laquelle  on 
adjoint  pour  la  sym  trie  une  droite  également  inclinée  en 
sens  contraire  {Pl.  lV,fig,  64)' 

458.  Exemple  II.  —  Pièce  encastrée  et  chargée  uni/or- 
mérnent. 
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L'équation  (5)  devient  (419) 

a 

jZiM'bczzFtil—x)*. 

Largeur  constante.  —  L'ordonnée  étant  a,  le  proiil  se 
compose  de  deux  d  roi  les  symétriques  [Pl.  IV,  Jig.  65). 
C'est  la  forme  précédente,  mais  elle  est,  dans  le  cas  actuel, 
placée  debout  au  lieu  de  l'être  à  plat. 

Hauteur  constante.  — 1 /ordonnée  étant  b,  le  profil  est 
une  [parabole  qui  a  son  sommet  à  l'extrémité  [Pl.  IV, 
Jig.  66)  ;  mais  elle  n'est  pas  disposée  comme  dans  le  pre- 
mier cas,  elle  est  tangente  à  l'axe  de  la  pièce  au  lieu  de 
l'avoir  pour  axe  de  symétrie.  On  complète  alors  le  proGl 
par  une  parabole  symétrique. 

■ 

459.  Exemple  III.  —  Pièce  encastrée,  chargée  unifor- 
mément et  soll  citée  h  son  extrémité. 

L'équation  (5)  devient  (450) 

|E/.«'*=iF(f  —  *)+?!(/_  jr)» 

Largeur  constante.  —  L'ordonnée  étant  «,  le  profil  est 
une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  très- rapprochées, 
car  E  a  une  grande  valeur,  et  dont  le  sommet  se  trouve  à 
l'extrémité  (PL  IV%  ftg.  67). 

Hauteur  constante.  —  L'ordonnée  étant  £f  le  profil  est 
une  parabole  qui  passe  par  l'extrémité,  sans  toutefois  y  avoir 
son  sommet.  On  complète  le  profil  par  la  parabole  symé- 
trique (/V.  IV Jig.  68). 

460.  Exemple  IV7.  —  Pièce  posée  sitr  deux  appuis  et 
clmrgée  unijormément. 

L'équation  se  déduit  de  la  précédente  par  les  modifica- 
tions qui  ont  été  indiquées  ci-dessus  (451)  : 
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Largeur  constante.  —  L'ordonnée  étant  a,  le  profil  est 
une  ellipse  qui  a  son  centre  au  milieu  et  ses  sommets  aux 
extrémités  (Pl.  IF,  Jig.  6g).  Elle  dessine  ainsi  à  elle  seule 
toute  la,pièce. 

Hauteur  constante.  —  L'ordonnée  étant  b,  le  profil  est 
une  parabole  cjui  passe  aux  extrémités  et  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  longueur.  On  complète 
le  profil  par  une  parabole  symétrique  (Pl.  lF,ftg.  70). 

S  v. 

TORSION 

M)\ .  Préliminaires.  —  Considérons  encore  une  pièce 
de  forme  prismatique  ou  cylindrique,  sollicitée  par  un 
couple  dans  un  plan  mené  perpendiculairement  par  sou 
extrémité.  Nous  admettrons)  comme  dans  le  cas  précédent 
(440),  que  les  tranches  se  conserveront  pendant  la  torsion, 
chacune  d'elles  se  mouvant  dans  sou  propre  plan  et  tour- 
nant autour  d'un  certain  point  d'un  angle  0.  La  succession 
des  points  immobiles  forme  l'axe  ou  la  fibre  neutre.  Comme 
chaque  tranche  se  tlévie,  en  outre,  de  la  même  quantité  par 
rapport  à  la  précédente,  l'angle  de  torsion  varie  proportion- 
nellement à  la  distance  à  l'encastrement,  et'toutes  les  fibres 
rectilignes  deviennent  des  hélices  autour  de  l'axe  neutre. 

Considérons  une  fibre  de  section  a.  Elle  exigera  une  cer- 
taine force  transversale  F  pour  maintenir  sa  forme  hélicoï- 
dale. Deux  fibres  pareilles  exigeraient  deux  forces  égales 
et,  en  les  réunissant  par  la  pensée,  nous  reconnaîtrons 
qu'une  fibre  de  section  o.a  exigera  une  force  2F,  ou,  géné- 
ralement, que  la  force  transversale  sera  ^proportionnelle  à 
la  section. 

Une  fibre  de  longueur  1  exigeant  la  force  F,  si  nous 
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adaptons  en  prolongement  suivant  la  même  hélice  une 
fibre  égale,  il  suffira,  pour  la  maintenir,  de  transporter  celte 
forée  F  à  son  extrémité.  Mais  la  torsion,  qui  était  rO  pour 
l'extrémité  de  la  première,  étant  aussi  /  0  pour  celle  de  la 
seconde  par  rapport  au  point  de  jonction,  sera  en  tout  i  r$. 
La  longueur  est  également  devenue  2  /,  de  sorte  que  le  rap- 

port  —  n'a  pas  eliangé  de  valeur.  La  force  et  ce  rapport  res- 

tent  donc  constants  ensemble.  II  est  clair,  du  reste,  qu'ils 
varieront  aussi  ensemble,  ce  qui  montre  que  la  force  est 
une  fonction  de  ce  rapport.  On  reconnaîtra,  du  reste, 
comme  ci  dessus  (  433),  qu'on  peut  la  supposer  simplement 
proportionnelle.  Et,  par  suite,  l'expression  complète  de  la 
tension  élastique  transverse  devient,  en  désignant  par  G 
une  constante  spécifique, 

F  =  Gr *  a. 

462.  Ces  raisonnements,  identiques  à  ceux  du  §  433,  ont 
encore  besoin  du  contiôle  de  l'expérience.  Elle  a,  en  eflet, 
montré  que  la  formule  se  vérifie  dans  des  limites  suffisam- 
ment restreintes.  On  peut  alors,  d'api  ès  M.  Je  général 
Morin,  employer,  pour  le  coefficient  d'élasticité  trausverse, 
les  valeurs  suivantes  : 

Acier  fondu   G  s=  100.  io1 

Fer  en  barris   G=  67.10» 

Cuivre   G  =  44- l0* 

Fonte   G  =r  10.10* 

Bronze   .  .  G  =  1 1 . 10» 

Bois   G=  4*10' 

Quant  aux  coefficients  de  rupture  transverse,  ils  sont 
moins b*n  n  connus  que  les  précédents.  Ou  admet  pour  le  fer 
qu'il  est  les  j  du  coefficient  de  rupture  par  extension. 
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463.  Fibre  neutre.  —  Nous  pouvons  facilement  déter- 
miner la  position  de  la  Gbre  neutre  dans  le  prisme. 

En  cil  et,  les  forces  de  torsion  formant  un  roupie  à  l'ex- 
trémité de  la  pièce,  si  nous  faisons  par  la  pensée  une  section 
quelconque,  les  forces  d'élasticité  qui  sont  développées  dans 
cette  section  devront,  pour  l'équilibre,  former  un  autre 
couple.  La  somme  de  leurs  projections  sera  donc  nulle  sur 
un  axe  quelconque  des  jr.  Mais  l'expression  de  la  force  con- 
tenant le  rayon  r,  sa  projection  s'en  déduira  en  rempla- 
çant r  par  x.  On  aura  ainsi 

c'est-à-dire 

G  ?  2  ax  =  °  1 

g 

car  nous  avons  reconnu  que  le  rapport  -  est  constant.  II 
reste  donc 

et  comme  x  est  la  distance  de  chaque  élément  a  à  un  plan 
mené  perpendiculairement  à  l'axe  des  abscisses  par  le  point 
neutre,  on  voit  que  ce  plan  contient  le  centre  de  gravité. 
Il  est,  du  reste,  quelconque,  et,  par  suite,  le  point  neutre 
doit  être  lui-même  ce  centre  de  gravité.  Ainsi  la  libre  neutre 
est  encore  celle  qui  contient  les  centres  de  gravité  de  toutes 
les  sections. 

464.  Pour  évaluer  la  torsion  y  posons  l'équation  des 

moments  par  rapport  à  la  fibre  neutre.  M  étant  le  moment 
du  couple  appliqué  à  l'extrémité,  on  aura 

si  a  désigne  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  par  rapport 
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à  un  axe  élevé  par  son  centre  de  gravité  perpendiculaire- 
ment à  son  plan  (*). 
On  tire  de  là 

7  ~~  Gp' 

Si  le  prisme  est  sollicité  par  plusieurs  couples  en  diffé- 
rents points,  on  aura 

le  signe  V  s'élendant  à  tous  eeu\'  qui  sont  situés  au  delà 

do  la  portion  considérée.  Celle  valeur  est,  du  reste,  discon- 
tinue pour  les  di llercn tes  parties  du  prisme.  Elle  varie 
brusquement  chaque  fois  que  l'on  franchit  le  plan  d'un 
couple  (434,  i  i  t ) . 

465.  Fatigue.  —  La  force  appliquée  à  une  fibre  a  étant 
Or  -  a,  sa  faiigue  <p,  ou  l'effort  rapporté  à  l'unité  de  sec- 
tion, aura  pour  valeur 

?  =  T  =  'gV 

Le  maximum  aura  lieu  eu  général  dans  la  portion  rap- 
prochée de  l'encastrement  (*),  et  pour  le  rayon  le  plus 
grand  : 

<D  z=  K    mm    ■  • 

C'est  pour  cette  raison  que  l'on  donne  ordinairement 
une  section  décroissante  aux  arbres  de  coucha  qui  pré- 


('  )  Il  faut  éviter  de  le  confondre  avec  celui  qui  figure  dans  la  théorie  de 
la  flexion.  L'axe  do  ce  dernier  passait  aussi  parle  centre  de  gravité,  mais  il 
était  mené  dans  le  plan  même  de  la  tranche,  perpendiculairement  au  plan 
de  la  flexion. 

(»)  A  moins  que  lt»  couples  ne  soient  pas  tous  de  même  signe  (434,  note). 
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sentent  une  grande  longueur  à  partir  tle  la  machine  mo- 
trice, car  l'expression  de  la  faligue  perd  un  terme  à  me- 
sure qu  on  franchit  le  point  d'application  d'une  transmis- 
sion. On  devra  veiller  à  ce  qu'il  ne  dépasse  pas  la  limite  i 
que  l'on  doit  se  fixer  (402)  pour  éviter  la  rupture. 

i€>6.  La  forme  de  la  section  n'est  pas  indifférente  au 
point  de  vue  de  Ja  faligue.  II  convient  de  reporter  les  élé- 
ments de  la  surface  le  plus  loin  possible  du  centre  dans 
toutes  les  directions.  Par  la,  à  la  vérité,  R  augmente,  mais  jx 
croit  lui-môme  comme  son  carré,  de  sorte  que  <!>  diminue 
en  définitive.  Aussi  les  arbres  en  fonte  sont-ils  toujours  des 
cylindres  creux. 

Cependant,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  (i46), 
pour  le  fer  et  pour  le  bois  on  doit  s'en  tenir  aux  formes 
pleines.  On  a  alors  le  choix  du  carré  ou  du  cercle,  car  tous 
les  polygones  réguliers  donneront  des  effets  intermédiaires, 
et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  employer  des  polygones  irré- 
guliers. 

Pour  savoir  laquelle  de  ces  deux  formes  sera  la  plus  ra- 
tionnelle, considérons  un  carré  de  côté  c  :  le  rayon  maxi- 
mum sera 

IV  — 

et  le  moment  d'inertie 

les  deux  sommes  étant  égaTes  en  raison  de  la  symétrie.  Par 
suite 


c 

2 


< 

C(IX,  X5  =  — 

o 
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On  aura  donc  pour  la  fatigue  proportionnelle 

<T>   —  --    rrr   • 

fi1  c3 

Le  cercle  devant  êire  comparé  à  surface  égale,  son  rayon 
maximum  R"  sera  déterminé  par  la  relation 

R  =-?=• 
v» 

Le  moment  d'inertie  a,  dans  ce  cas,  pour  valeur 


>'=1 


.     .  «R" 
9.rnir.r*  =  =  — 

o 


On  aura  donc  pour  la  fatigue  proportionnelle 

R"  _  2  fi 

Le  rapport  des  fatigues  étant  d'après  cela 

_  3 

l'avantage  reste  à  la  forme  ronde,  pour  laquelle  la  fatigue 
est  moindre  d'environ  j.  Celle  forme  est,  en  effet,  toujours 
employée  pour  les  arbres  en  Jer^  et  si  Ton  ne  l'applique 
pas  aux  arbres  en  bois%  il  faut  l'attribuer  à  ce  que  ces  der- 
niers sont  ordinairement  formés,  en  raison  de  leur  gros- 
seur, de  plusieurs  morceaux.  Ces  pièces  de  bois  étant  as- 
semblées suivant  des  parois  planes,  il  est  naturel  de  les 
équarrir  sur  toutes  leurs  faces,  ce  qui  attribue  à  l'ensemble 
un  contour  polygonal. 
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S  vi. 

PIÈCES  EN  MOUVEMENT. 

467.  Les  tensions  sont  loin  d'être  les  munies  dans  le 
repos  et  dans  le  mouvement.  Lorsqu'il  s'agit  de  construc- 
tions fixes,  on  évite  facilement  cette  difficulté  qui  ne  se 
présenterait  qu'à  l'instant  du  décintrement,  en  raison  du 
tassement  que  provoque  la  mise  en  charge.  H  suffit  d'effec- 
tuer ce  décinlremcnt  avec  une  extrême  lenteur.  Mais  pour 
les  machines,  le  mouvement  est,  an  contraire,  la  condition 
normale,  et  il  est  nécessaire  de  se  préoccuper  de  ses  consé- 
quences. 

On  peut  citer  comme  exemple,  pour  le  cas  de  l'extension, 
les  tiges  de  ponts  suspendus  qui  oscillent  suivant  leur  lon- 
gueur au  passage  des  véhicules  chargés;  pour  le  cas  de  la 
flexion,  les  rabats  des  martinets  (281)  qui  fouettent  rapi- 
dement sous  le  choc  de  la  tête  du  marteau;  pour  la  torsion, 
la  balance  de  Coulomb  dont  les  oscillations  sont  employées 
pour  la  mesure  des  petites  forces. 

Ces  trois  ordres  de  problèmes  peuvent  être  renfermés 
dans  un  même  type  de  calcul  lorsqu'on  recherche  la  loi 
suivant  laquelle  l'altération  delà  forme  varie  avec  le  temps. 
En  effet,  la  force  a  pour  tbns  la  même  expression,  l'effort 
élastique  restant  proportionnel  à  la  déformation  (433), 
(ii8),  (461).  Aussi  l'analyse  suit-elle  une  marche  iden- 
tique, sauf  le  <  hangenienl  des  coefficients.  Ses  conclusions 
seront  donc  les  mêmes  pour  les  trois  cas,  et  je  me  conten- 
terai de  hs  développer  pour  celui  delà  traction  directe. 

<Uî8.  Nous  supposerons  un  prisme  sollicité  par  un  poids  P 
qui,  dans  l'état  de  repos,  y  déterminerait  l'allongement  ?.. 

3i 
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482  ÉTUDE  DYNAMIQUE  DES  MÉCANISMES. 

Sa  tension  F,  pour  un  allongement  variable  x,.sera  dont 

puisque  les  forces  sont  proportionnelles  aux  allonge- 
ments (  433).  Supposons  que  le  poids  soit  abandonné  à  lui- 
même  à  partir  de  la  position  naturelle,  sans  vitesse  initiale, 
et  posons  l'équation  des  forces  vives  depuis  cet  instant  jus- 
qu'à un  autre  quelconque,  en  faisant  abstraction  de  la 
masse  de  la  tige. 

i  P 

La  demi-force  vive  sera  —  -  w*?  le  travail  de"  la  pesan 
leur  Px,  celui  de  l'élasticité 


L'équation  sera  par  suite 


I         «  r 


P  —  =  P*  r-i 

2  g      •  2  \ 


1  dx 

ou  «  en  remplaçant  v>  par  —  » 


d'où 


avec  le  signe  positif,  car  x  augmente  en  même  temps  que  t. 
Comme  on  peut  d'ailleurs  écrire 


on  aura,  en  intégrant, 

0» 

arc  cos 


Digitized  by  Google 


RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX.  4^3 

sans  constante,  car  l'équation  se  trouve  satisfaite  pour 

t  —  o,    x  =  o. 

En  résolvant  inversement  celte  formule  elle  donne 


=  x  (,  _  co.  t  y/1) 


Pour  interpréter  ce  résultat,  imaginons  un  cercle  dont 
le  centre  se  trouve  à  l'extrémité  de  la  tige  allongée  au  repos 
sous  l'empire  du  poids  P,  et  qui  soit  décrit  avec  le  rayon  X, 
de.manière  à  passer  par  l'extrémité  de  la  tige  dans  son  état 
naturel  ;  supposons,  en  outre,  qu'un  mobile  \c  parcourre 

uniformément  avec  une  vitesse  angulaire  W ^  5  la  projec-  . 

•  *      ■  « 

lion  de  ce  mobile  sur  la  tige  marquera  à  chaque  instaut  la 

position  du  poids,  car  l'équation  de  ce  mouvement  projeté 

serait  précisément  celle  que  nous  venons  d'obtenir. 

On  voit. ainsi  que  l'extrémité  de  la  tige  ne  s'arrêtera 
qu'au  delà  du  centre,  à  une  distance  égale  au  rayon.  En 
d'autres  termes,  l'allongement  dynamique  est  double  de 
l'allongement  statique.  La  fatigue  croit  donc  dans  la  même 
proportion,  et  l'on  peut  juger  par  là  de  l'importance  de  ces 
considérations,  puisqu'elles  nous  conduisent,  dans  le  cas 
actuel,  à  doubler  les  résultats  fournis  par  les  théories  pré- 
cédentes. 


FIN. 


Digitized  by  Google 


.  » 


Digitized  by  Google 


smrs . 


ri.  i. 


Kiq*.  7.  //'.,.;,■  xi) 


T' 


Fîu'.2l.//:/^ 

M 

X 

Fiç.20.  fPffct^ 


Digitized  by  Googl 


■ 


*  \ 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


/ 


i 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


i  il  i  smrs  _ 


Pl.  IV. 


KÏq;.  t>8.  /:/</<■  4/4 > 


/'h /.Kl-  Xi- 


Digitized  by  Googl 


Digitized  by  Google 


I  


initi7fid  hv  Ci( 


Digitized  by  Google 


- 


Digitized  by  Google 


I 

Pl.  VII. 


Digitized  by  Google 


Pl.  VIII. 


r'  #/v- 


:;oc 


7* 


121.  ,7 


-s/1 


RjJ.  Ht).  ^AA-  t5â) 


h<r.  IJO.  /i/v  #7// 


Digitized  by  Google 


» 


I 


i 


Digitized  by  Google 


1rs  . 


o  ( 


>4 


Pl.  IX. 


R^T.  l47-  V&yr  /.W 


J 


■J 


î. 


/A,/,. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 
—  *  -M 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


///</<-  st'p  t 


n  1 


f5) 


4  »  Kn  V  a 


- 


'.n/r  a/S/ 


ho-.  180.  ,',v^./ 


Pl.  M 


Fiç.  l()8.  fâteatjt) 


I 

! 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


H i**s  . 


Pl.  XII 


Fur.  l8~    /;,.,.■  j*fi/ 


Fur  i 


Fur. 


4  S/t  * 


Fur.  11)3.   /-/</,  Mit) 


Fio\  ujg.  (fttfr 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


10 


gle 


nos. 


s 


/  I 


/ 


I 


.//./y 


Pl.  XV. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


V\.  XVI. 


I 
■ 


Digitized  by  Google 
i 


3ogle 


